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VOKREDE. 


Das vorlicgonde Lehrbuch dient dem Studium der Geo- 
metrie sowold aut’ der Schule als auf der Universität. 

Die behandelten Gegenstände, .sowie die nothwendigen 
V'oraussetzungen, sind der Sphäre des Schulunterrichts ent- 
nommen. Die einzige Ausnahme hiervon bildet die siebente 
Vorlesung. Sie durfte indess nicht wegbleibcn, weil sie ein 
sprechendes Zeugniss ablegt für den innigen Zusammenhang 
der Geometrie mit der Algebra. 

Die Vorlesungen sind wesentlich akademische. Darum 
beschränken sic sich nicht auf die der Schule gezogenen, 
Grenzen, sondern geben in erweitertem Kähmen ein Kild tlcr 
Wissenschaft in ihrer jetzigen Form. 

Ihre Aufgabe ist gefällig anzuregen und zu weiteren 
Entdeckungen zu ermuntern. Dabei kömum sie aber doch 
dem Zuhörer oder Leser die Mühe der Arbeit und des 
N.aehdenkens nicht ersparen, ohne welche man weder in 
der AVissenschaft noch in dem Leben Gewinn und Befrie- 
digung hat. 

Heidelberg, im November 186ö. 
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Erste Vorlesung. 
Einleitung. 


Die Geometrie lehrt Sätze entdecken und beweisen, welche 
Eigenschaften der Figuren ausdrflcken. Sie erreicht ihre Zwecke 
vorzugsweise durch zwei Methoden, durch die synthetische 
und durch die analytische Methode. 

Die synthetische Geometrie sucht ihre Wahrheiten 
durch blosse Anschauung, durch Operationen an und mit der 
Figur zu erreichen. Die Figur, die mit ihren Eigenschaften ihr 
Zweck ist, dient ihr zugleich als Mittel zum Zwecke. Die von 
Euklid mit ihren Heweisen vorgetragenen geometrischen Sätze 
können als Bestätigung des Gesagten dienen. 

Die analytische Geometrie, wie sie von Cartesius er- 
funden und nach ihm weiter ausgehildet worden ist, unterschei- 
det drei von einander gesonderte Operationen, welche die Me- 
thode zugleich charakterisiren. Die erste besteht in der Ueber- 
tragnng einer gegebenen Figur in äquivalente Gleichungen nach 
ganz bestimmten Regeln, der Art, dass man auch umgekehrt von 
jenen Gleichungen ausgehend durch geometrische Deutung der- 
selben wieder zu der gegebenen Figur zurückkehren kann. Die 
Combination und die Transformation dieser Gleichungen ist die 
zweite Operation der analytischen Geometrie. Sie ist ausschliess- 
lich eine Sache des Calculs. Die comhinirten und transformirten 
Gleichungen sind aber wieder die äquivalenten analytischen Aus- 
drücke für eine gewisse Nebenfigur, die zugleich mit der gegebe- 
nen Figur besteht. Deutet man daher die comhinirten und trans- 
forinirten Gleichungen geometrisch nach den bereits erwähnten 

Atialyl. (if'ofiif'ti'. tl. Ebene. I. \ 
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Erste Vorlesung. 


Regeln, — und dieses ist die letzte Operation der analytischen 
(leoinetrie — so erhält man jene Nebenfigur, von der mau weiss, 
dass sie zugleich mit der gegebenen- Figur besteht. Da aber das 
Bestehen einer Nebenfigur im Zusammenhänge mit einer gegebe- 
nen Figur sich immer als ein geometrischer Satz aulTassen lässt, 
so lehrt hiernach die analytische Geometrie geometrische Sätze 
finden und beweisen. Ein Beispiel soll dieses klarer machen. 

Es sei ein Dreieck gegeben zugleich mit den Halbiriings- 
linien der Winkel des Dreiecks. Die drei Seiten 'des Dreiecks 
und die drei Ilalbirungslinien sollen die gegebene Figur bilden. 
Die drei letzteren bilden ein zweites Dreieck, dessen Ecken wir 
als die Nebenfigur betrachten. Wir drücken nun, indem wir mit 
der ersten Operation beginnen, die gegebene Figur durch Glei- 
• chungen aus. Wir operiren ferner mit diesen durch die Figur 
bestimmten Gleichungen so, dass wir schliesslich diejenigen 
Gleichungen erhalten, welche die Nebenfigur analytisch aiis- 
drücken. Wir finden, dass jede der drei Ecken der Nebenfigur 
durch ganz dieselben Gleichungen ausgedi-fickt wird. Daraus 
müssen wir schliessten, dass die drei Ecken der Nebenfigur ein 
und derselbe Punkt sind. .Auf diese Weise gelangen wir zu dem 
Satze : 

„Die Ilalbirungslinien der drei Winkel eines Dreiecks schnei- 
den sich in einem und demselben Punkte.“ 

Nehmen wir an, der geometrische Satz sei bekannt. Es 
handle sich darum, den Satz zu beweisen. Alsdann sind durch 
die Bedingungen des Satzes die Figur gegeben und zugleich die 
Gleichungen bestimmt, welche sie analytisch aiisdrücken. Durch 
den Schluss des Satzes ist die .Nebenfigur bestimmt und auch 
die Gleichungen, welche sie analytisch ausdrücken. Der Bew'eis 
des Satzes beruht dann nur noch auf den Comhinationen und 
Transformationen der Gleichungen der gegebenen Figur in der 
Weise, dass daraus die Gleichungen der Nebenfigur entstehen. 
Der Beweis ist nichts weiter als eine Sache der Bechnung. 

So führt im Allgemeinen die analytische Geometrie die 
Schwierigkeit des Beweises irgend eines geometrischen Satzes 
zurück auf die Schwierigkeit der Bechnung; durch Bechnung 
lässt sich der Beweis immer erzwingen. 

Mau würde aber irren, wenn man den Schwcrjmnkl der 
analytischen Geometrie in der Rechnung suchen wollte. Das 
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Resultat der Rechnung ist das Endziel, die Rechnung selbst bleibt 
eine unliebsame Reigabe, die wir zur freieren Rewegung auf ein 
Minimum zu beschränken haben. Dieses Minimum durch mög- 
lichste Vermeidung von Rechnungen annähernd zu erreichen, 
wird eine der Aufgaben sein, welche zu lösen diese Vorlesungen 
sich durchgehend zur Pflicht machen. 

Die Gegenstände der analytischen Geometrie sind Raum- 
figuren und im Speciellen Figuren in einer und derselben Ebene. 
Indem wir die Rctrachlun^ der Raumflguren gänzlich aus.schliessen, 
w erden wir uns in diesen Vorlesungen beschränken auf die Re- 
Irachtung von Figuren in einer und derselben Ebene. 

Wir werden mit den analytischen Ausdrücken der einfach- 
sten Figur, dem Punkte, in der Ebene beginnen und allmählig 
auf zusammengesetztere Figuren übergehen. 


Die analytische Geometrie braucht, um Figuren in Gleichun- 
gen zu übertragen und umgekehrt Gleichungen in Figuren nm- 
zusetzen, einen einfachen Apparat, das Coordinatensystem, 
mit dessen Construction wir den Anfang zu machen haben. 

Wir ziehen in der Ebene zwei unbegrenzte gerade Linien, 
welche auf einander senkreebt stehen. Sie werden als feste ge- 
rade Linien genommen und führen den Namen der Coordi- 
natenaxen. Um sie von einander zu unterscheiden, nennt man 
die eine die a:Axe, die andere die j/Axe, oder auch die 
erstere die Abscissenaxe, die zweite die Ordinatenaxe. 
Sie schneiden sich in einem Punkte 0, dem Coordinaten- 
a II fangspunkt. Auf jeder dieser beiden Coordinatenaxen unter- 
scheidet man, von dem Coordiiiatenanfangspunkte ausgehend, zwei 
einander entgegengesetzte Richtungen. Die eine, gleich viel, 
welche, nennt man die positive, die andere die negative 
Richtung der Coordinalenaxe. Wir werden die Richtungen OÄ' 
und 0 V für die positiven Richtungen respective der x Axe und 
der y Axe nehmen. 

Durch die Lage eines Punktes p sind mm unzweideutig seine 
Abstände vp und up von den Coordinatenaxen bestimmt. Sie 
fülireu den Namen der Coordinaten des Punktes und werden 
respective mit den Riicbstabcn o: und y bezeichnet, wenn der 
Punkt als ein beliebiger gelten soll. 


1 * 
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Erste Vorlesung. 


Wenn ein hestiinniter Punkt die Coordinaten a und b hat, 
so drücken wir dieses analytisch durch die Gleichungen aus: 

QC = u, y = h 

Und nennen sie die Gleichungen des Punktes. Derselbe 
l’unkt wird auf diese Weise immer durch dieselben Gleichungen 

Gehen wir umgekehrt von jenen 
Gleichungen des Punktes aus und 
suchen ihr geometrisches Bild, den 
Punkt, so kommen wir auf vier 
verschiedene Punkte p, p^ zu- 
rück, von welchen jeder durch die 
beiden Gleichungen analytisch dar- 
gestellt wird. Will man aber, dass 
jene Gleichungen nur einen ein- 
zigen Punkt p analytisch darstelleu, 
so genügt es, der Kichtiing seiner Coordinaten llechnung zu tra- 
gen. Wir werden deshalb die Abstände eines Punktes von den 
Coordinateuaxen , die Coordinaten des Punktes, als positive 
Grössen betraebten, wenn sie geuoinmen sind in der positiven 
Richtung der Cnordinatenaxen, im anderen Falle als negative 
Grössen. 

Nach dieser ßestinnnnng gruppiren sich, in der Voraussetzung, . 
dass n und b positive Grössen seien, die Coordinaten der ge- 
nannten vier Punkte p nach folgender Tafel: 



1 X 

V 

V 

a 

b 

Pi I 

— a 

b 

Pi \ 

— a 

— b 

Pi 

a 

— b 


und jeder der vier Punkte p wird durch ein anderes (ileichungs- 
paar analytisch dargestellt. 

Wenn wir demnach unter « und b irgend zwei reelle 
Grössen verstehen, so hat jeder Punkt in der Ebene seinen 
analytischen Ausdruck in zwei Gleichungen von der angegebenen 
Form , und jede zw ei Gleichniigen von jener Form repräsentiren 
einen ganz besliniinten Punkt in der Ebene. Wir können des- 


analytisch ausgedrückt. 

1 . 

Y 




p 
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hall* sagen, der l'unkl sei das geoinetrisclie Aequivalent — oder 
Hild — seiner (ileiehnngen und die Gleichungen seien das ana- 
lytische Aequivalenl — der analytische Ausdruck — des Punktes. 

Um weitere Fragen anzuregen, drücken wir dasselbe nur 
anders aus, indem wir sagen: Wenn die Coordinaten eines Punk- 
tes — für X und y gesetzt — jenen beiden Gleicbungen zu- 
gleich genügen, so hat der Punkt die Eigenschaft, ein ganz be- 
stimmter zu sein. Hieran schliesst sich naturgemäss die Frage, 
welche Eigenschaften die ihnikCe haben, ileren Coordinaten nur 
einer von jenen Gleichungen genügen, z. B. der ersten: 

X = a. 

Hie Antwort versteht sich von selbst. Sie liegen alle auf 
der, der y .Axe parallelen, Linie, welche von dieser Axe um n 
absieht. Aber auch jeder Punkt jener Linie hat die Eigen- 
schaft, dass seine Coordinaten der genannten Gleichung genügen. 

Wir nehmen deshalb die genannte Gleichung für den ana- 
lytischen Ausdruck — für die Gleichung — jener der y Axe pa- 
rallelen Linie, und die gerade Linie selbst lüi' das geometrische 
Bild jener Gleichung. 

Hie analoge Betrachtung der Gleichung: 
y — b 

giebl das geometrische Aequivalenl für die der x .Axe parallele 
Linie, welche von ihr um die Entfernung b ahsteht. 

Wir sind hiernach in der Lage, jeden Punkt in der Ebene, 
und jede gerade Linie, welche einer der Coordinaleuaxen parallel 
ist, analytisch aiiszudrücken und umgekehrt jede zwei Gleichun- 
gen in iler besprochenen Form oder auch jede einzelne geoine- 
tinsch zu deuten. 

Jede von diesen Gleichungen für sich stellt eine gerade Linie 
dar; beide in Verbindung mit einander stellen den Schnittpunkt 
der beiden geraden Linien dar. 

Hie (ioordinalen x y eines Punktes sind aber auch unzwei- 
deutig bestimmt durch die linearen Gleichungen: 
ux -|- by -|- c = Ü 
«1^ + b^y -t- c, = Ü. 

Hie oben angeregte Frage führt demnach in weiterer Aus- 
dehnung darauf hin, zu ermitteln, welches die geometrische Be- 
deutung sei einer dieser Gleichungen, das heisst, welches die 
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ß 

Eigeiisciiarieii seien derjenigen Punkte, deren Coordinaten einer 
dieser Clciclmngen genügen. Die Beanlwortutig dieser Frage 
werden wir in der näciisten Vorlesung geben. Wir werden dort 
zeigen, wie jede dieser Gleichungen für sich eine gerade Linie 
geometrisch repräsentirt, was sich im Speciellcn schon so ein- 
selien lässt, wenn man a und o, oder h und gleich 0 setzt. 
Denn in diesen Fällen haben wir die vorausgegangenen Gleichun- 
gen, deren geometrisches Aecjuivalent wir bereits festgestclit haben. 

Wenn der Punkt als die einTarhste geometrische Figur gilt, 
so muss man zwei Punkte für die nächste complicirtere Figur 
nehmen. Durch zwei Punkte i.st aber ebensowohl die Lage der 
geraden Linie bestimmt, welche durch sie geht, als das von den 
beiden Punkten begrenzte Stück auf ihr. Diese gerade Linie 
gehört im Allgemeinen nicht zu den Linien, welche wir bereits 
betrachtet haben; wir werden in der folgenden Vorlesung auf sie 
zurückkoinmen. Wenn wir aber das von den beiden Punkten 
begrenzte Stück der geraden Linie in das Auge fassen, so kön- 
nen wir uns die .Aufgabe stellen: 

W'enu die Goordiiiaten a', y und x, , y^ zw eier 
Punkte gegeben sind, die Entfernung D derselben 
durch die gegebenen Goordiiiaten auszudrücken. 

Mau sieht in der zugehörigen Fi- 
gur das Itechteck, dessen Diagonale 
D von den beiden durch ihre Coor- 
dinateii gegebenen Punkten begrenzt 
wird. Die Seiten dieses Rechteckes 
sind ihrer Grösse nach x — x, und 
y — y^. Nach dem Pjthagoräischeii 
Lehrsätze hat man daher: 

(J) + {y - y,y. 

.Au diese Gleichung, welche die vorgclegte Aufgabe löset, 
kiiü|)fen wir einige Bemerkungen. 

■Man soll über Gleichungen, durch welche geometrische Auf- 
gaben gelöset werden, nicht flüchtig lörtgehen. Denn die Glei- 
chungen sind vielfacher Deutungen fähig und lösen zugleich an- 
dere geometrische Aufgaben. Im Allgemeinen ist es zwar eine 
Kunst, für welche sich keine bestinimten Regeln angeben lassen. 
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jene aiuleren treoiiielrischen Aufgal)eii zu cnUlecken, aber es ist 
ein in der Analysis \ue in der Geometrie bekanntes Mittel zur 
Entdeckung neuer Wahrheiten, dass man die Aufgaben umkehrt. 
Wir wollen dieses Mittel an unserer Aufgabe versuchen. 

Während in der .4ufgabe die beiden Punkte gegeben waren 
und ihre Entfernung gesucht wurde, so kehren wir die Aufgabe 
um, wenn wir den einen Punkt und die Entfernung als gegeben 
betrachten, dagegen den anderen Punkt suchen. Sind ar, y, die 
gegebenen Coordinalen des ersten Punktes, xy die Coordinaten 
des gesuchten Punktes und D die gegebene Entfernung der bei- 
den Punkte von einander, so ist die Gleichung (1) die Bedingung, 
welche die Coordinaten des gesuchten Punktes zu erfüllen haben. 
Nun weiss man aber, dass der gesuchte Punkt ein beliebiger 
Punkt in der Peripherie des Kreises ist, der mit dem Radius D 
um den gegebenen Punkt als .Mittelpunkt construirt ist. Daraus 
folgt , dass die Coordinaten x y eines jeden Punktes in der 
Peripherie des Kreises der Gleichung (1) genügen. Da ferner die 
C.oordinaten keines anderen Punktes der Gleichung genügen, so 
wird man die Gleichung (1) mit den variabeln Coordinaten x y 
des Punktes für den analytischen Ausdruck des Kreises, für die 
Gleichung des Kreises zu nehmen haben, wenn mau dar- 
unter versteht, dass die Coordinaten eines jeden Punktes in der 
Peripherie jener Gleichung genügen, und dass alle Punkte, deren 
Coordinaten jener Gleichung genügen, in der Peripherie des 
Kreises liegen. 

Wenn drei Punkte ge- 
geben sind, so ist damit zu- 
gleich ^a$ Dreieck bestimmt, 
dessen Ecken die gegebenen 
Punkte sind. Indem wir auf 
den Flächeninhalt dieses Drei- 
ecks unser .\ugenmcrk rich- 
ten, werden wir vorerst die. 

.Aufgabe lösen: 

Den Flächeninhalt J 
eines Dreiecks zu bestimmen, dessen eine Ecke in dem 
Coordinatenanfangspunkt liegt, dessen beide anderen 
Ecken durch ihre Coordinaten Oj öi, gegeben sind. 


Kig. 3. 
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In der Fif{iir ist das gegebene Dreieek dnrcli die (aMirdina- 
len «I l >2 und durch die punklirle gerade Linie in demselben in 
drei Dreiecke zerlbeill. Die do|)|>elten Fläclieiiinbalte 

dieser Tlieile sind: 

= («I — « 2 ) {fi-i — 6,) «-(4? 

2^2 = [b .2 — b^)' n., -•,(>, j 

— {‘*\ "•>) n'.y. ' 

Da aber '2d — 2 ^, + 2/}., + 2 ^ 3 , so hät^iiianT^ I 

(2) 2^ = «I <<2 — "2*1 

Es darf niclit unerwähnt bleiben, dass ilicser Ansdruek für 
2d dem Werthe nach zwar ungeändert bleibt, wenn inan die 
beiden Ecken des Dreiecks, welelie nicht in dein Coordinaten- 
anfangspunkt liegen, mit einander vertauscht, dass er aber sein 
Vorzeichen ändert. Hiernach giehl jener Ausdruck von zwar 
immer den doppelten Flächeninhalt des Dreiecks, aber mit dem 
positiven oder negativen V'orzeichen je nach der Hezeiebnung der 
Ecken. 

Mit Hülfe dieses Resultates werden wir sogleich die allge- 
meine .Aufgabe lösen: 

I 

Den Flächeninhalt J eines Dreiecks zu b es lim- 
men, dessen Ecken durch ihre Coordinateu xy, x^y^, 

^'i!h gegeben sind. 

Denken wir uns zu diesem Zwecke ein zweites paralleles 
(Koordinatensystem, dessen Coordinatenaxen durch die punktirlen 
in 0 ziisammenlanfenden geraden Linien dargeslellt weiden. 

Nehmen wh' an, die Coordinaten des Anfangspunktes des ur- 
sprünglichen Systemes in dem zweiten Coordinalensysieme seien 
xy, die Coordinaten der beiden anderen Erken des vorhin be- 
trachteten Dreiecl« seien respertive ar, y, und x.,y.,, >>o hat 
mau : 

(i I ■ •A,' I JC (/ 2 — — ^ 2 " X 

'h = >Ji — y = >J 2 — y 

und wenn man diese Werthe in (2) einsetzl, erhält man schliesslich: 

(3) . . 2^ = Xfij2 — ajJ/i + a.'2.y — xy^ -F xy^ — x^y 

einen Ausdruck für den doppelten Inhalt des Dreiecks, der durch 
Vertauschung irgend zweier Ecken desselben nur sein Vorzeichen 
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, Einleitung. 

«edisell. Es ist tialier der ubs(dule Werth des Ausdruckes für 
den dnppelteu Inlialt des Dreiecks zu neliuieii. 

Hin Hegeln anzugeben, «ie die beiden Ausdrücke von in 
(2) und (3) sich leicht unabliängig von dem Vurliergehenden bil- 
den lassen, stellen tvir die beiden Gleicbungen auf: . 

«1 « + <'i y + <’i = 0 I 

«j a: -E y + <^‘2 — *■* ) 

Löset man diese beiden Gleicbungen aufL so stellen sjdi die 
Wertlie der Unbekannten x und y in der Eorm von Hrflcben 
dar nnt gleichen Nennern. Der gleiche Nenner ist gerade der 
•Viisdruck von 2z/ in (2). 

Hat man diesen Ausdruck gebildet, so erhält man die bei- 
den ersten Glieder von 2z/ in (3), wenn man die Buchstaben o 
mit X und b nnt y vertauscht. Die nächslfolgetiden beiden Glie- 
der gehen aus dieseii hervor, wenn man für die Indices U 1 2 
re.spective setzt 12 0, und die beiden letzten Glieder aus den 
Ireiden vorhergehenden auf dieselbe Weise. Nachträglich hat 
man nur den Inde.x 0 ganz fortzulassen, überall wo er auftritt. 

Kehren wir unsere .Aufgabe um, indem wir den Flächen- 
inhalt z/ und die Coordinaten .T|y, und x^y., der die Grundlinie 
begrenzenden Ecken des Dreiecks als gegeben betrachten, di»; 
Goordinaten xy der Spitze des Dreiecks aber suchen, s(^^J^*n 
wir, dass dieselben der Gleichung (3) genügen müssen. Dy aber 
die Spitzen * aller Dreiecke von gegebener Grundlinie und ge- 
gebenem Flächeninhalte in einer bestimüiten, der Grundlinie des 
Dreiecks parallelen, Linie liegen, so wird man die Gleichung (3) 
für die Gleichung der genannten parallelen Linie zu nehmen 
haben. Denn keine von der parallelen Linie entfernte Spitze 
genügt den Bedingungen der umgekehrten Aufgabe. 

Die .Gleichung (3) mit den variabeln Goordinaten x y lässt 
sich, wenn man unter n, h, c conslante Grössen versteht, auf die 
Form zurückführen: 

2 z/ = <ix by c. 

Es ist dieses die allgemeine Form der Gleichung einer ge- 
raden Linie, denn durch Veränderung der gegebenen Grössen in 
der umgekehrten Aufgabe kann man jede beliebige gerade Linie 
als den geometrischen Ort der Spitze des Dreiecks erhalten. 

Wir regen Ider nur die umgekehrte Frage an, ob jene 
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Erste Vorlesung. 


Gleichung iiiil irgend welchen gegebenen reellen Coefiicienlen 
n, b, c sich immer als eine gerade Linie geometrisch deuten 
lässt? In der nächstfolgenden Vorlesung werden wir die Frage 
wieder aufnehmen. 

Die Richtung einer geraden Linie ist gögehen durch den 
Winkel, den dieselbe mit einer der Goordinatenaxen bildet. Der 
Symmetrie wegen ziehen wir es jedoch vor, die Richtung einer 
geraden Linie durch die Winkel a und ß zu bezeichnen, welche 
dieselbe respective mit der positiven a;Axe und y.Axe bildet. 

Da die Summe der beiden W'inkel immer einen Rechten 
beträgt, so hat man cös (3 = sin « und daher: 

(4) cos* a -|- cos* |3 = 1 • ■v' 

eine Gleichung, w_elche wir bei unserer Bezeichnung als sich von 
selbst verstehend zu nehmen haben. 

Da es sich nur um die Richtung der geraden Linie handelt, 
so können wir der Einfachheit wegen annehmen, dass die gerade 
Linie durch den Coordinatenanfangspunkt gehe. Schneiden wir 
auf dieser geraden Linie, vom Coordinatenanfangspunkt ausge- 
hend, ein Stück ab gleich der Einheit, so sind die Coordinaten 
des zweiten, dieses Stück hegrenzenden, Punktes cos a und cos ß. 

Wenn wir zwei durch ihre Richtungen gegebene gerade 
Linien combiniren, wie in der ersten Aufgabe zwei Punkte, so 
können wir'uns die analoge Aufgabe stellen: • 

Den Winkel v zu bestimmen, den zwei gerade 
Linien einschliesscn, deren Richtungen gegeben sind 
durch die Winkel « (3 und or, /3, , welche sie mit den 
Goordinatenaxen bilden. 

Wir nehmen an, dass jede der beiden geraden Linien durch 
den Goordinatenanfangspunkt gehe. Wir schneiden vom Coordi- 
natenanfangspunkt auf jeder derselben ein Stück ab gleich der 
Einheit und verbinden die Endpunkte der abgeschniltenen Stücke 
durch eine gerade Linie. Dadurch entstellt ein gleichschenkliges 
Dreieck. Das Quadrat der ungleichen Seite drücken wir doppelt 
aus; ein Mal durch die zwei gleichen Seiten des Dreiecks und 
den eingeschlossenen Winkel nach der bekannten Formel der 
Trigonometrie: c* = a* -j- ö* — 2ab cos C: i.u ' ‘ 

2 — 2 cos V, 
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Die gerade Linie. 

das andere Mal durch die Coordiiiaten cos or, cos ß, und cos cos (3, 
der die ungleiche Seile begrenzenden Ecken des Dreiecks niil 
Hülfe der Gleichung (1): 

(cos « — cos or,)- -j- (cos ß — cos ß^)'^. 

Selzen wir beide Ausdrücke einander gleich, so erhalten wir 
mit Rücksicht auf (4) 

(5) cos V = cos « cos Cf, -j- cos ß cos ßf. 

Ob der Winkel v ein spitzer oder stumpfer sei, hängt ab 
von dem Vorzeichen des Ausdruckes für cos v. 

IVenn man den Sinus des Winkels v durch seinen Cosinus 
ausdrückl, so erhält man aus (5), abgesehen von dem Vor- 
zeichen, welches dem Sinus beizugeben ist: 

(6) sin V = cos a cos /3, — cos or, cos ß. 

Diese Gleichung ist ein specieller Fall der Gleichung (2). 
Denn wenn das Dreieck ^ zwei von dem Coordinatenanfangs- 
piinkl au-sgehende gleiche Seilen hat, jede gleich der Längenein- 
heit, den Winkel i» einschliessend, so winl ~ sin v, und die 
Coordiiiaten der beiden anderen Ecken des Dreiecks werden die 
(Ä)sinus der Winkel, welche die gleichen Schenkel mit den Coor- 
dinalenaxen bilden. 


Zweite Vorlesung. 

Die gerade Linie. 


Wir haben in der vorigen Vorlesung in (3) die Gleichung 
einer geraden Linie gegeben. Diese Gleichung ist nichts anderes 
als der analytische .Vusdruck für eine bestimmte charakteristische 
Eigenschaft eines variabeln Dunkles p in der geraden Linie. 

Um dieses klar zu machen, ziehen wir eine begrenzte ge- 
rade Linie p, p.^ parallel der genannten, jedoch so, dass das 
Dreieck p p, p^ mit der gegebenen Grundlinie p, pj einen ge- 
gebenen Flächcniubalt hat. Wir bezeichnen die Coordinaleu 
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Zwuitc Vorlesung. 


iltT Ecken p i>y ‘Ißs Dreiecks iiiil x y, x^ tj^, x^y-i- Alsdann 
slellt der rechte Tlieil der Gleichung (3) den doi)|)elten Flächen- 
inhalt des Dreiecks dar mit der variabeln Spit/e p und der ge- 
gehenen Grundlinie p^ P 2 , »nd die Gleichung selbst sagt ans, 
der Flächeninhalt soll ein gegebener sein. Da aber Dreiecke von 
gleicber Grundlinie und gleicbeni Flächeninhalte auch gleiche 
Höhen haben, so drücken wir dasselbe, die Gleichung (3), nur 
anders ans, wenn wir sagen, der senkrechte Abstand des varia- 
beln l'nnktes p, der Spitze des Dreiecks, von der Grundlinie 
p^ p., soll unverändert bleiben. Das ist aber gerade der Gharak- 
ter aller Punkte p einer geraden Linie, dass ihre senkrechten 
Abstände von ^ einer gegebenen anderen geraden Linie p^ p^ un- 
verändert bleiben. 

Sind die senkreebten Abstände sännntlich gleich 0, so ist 
auch 2 d gleich 0. Setzt man daher in der beliachtetcn Glei- 
chung (3) 2 z/ gleich 0, so hat man die Gleichung der geraden 
länie, welche durch irgend zwei durch ihre Coordinaten a;, y^ 
und Xj >Ji gegebene Punkte gebt. 

Man braucht nur irgend eine charakteristische Eigenschaft 
des variabeln Punktes auf einer geraden Linie durch die Gooi- 
dinaten des Punktes in Form einer Gleichung auszndrücken; die 
Gleichung wird immer die Gleichung der geraden Linie sein. 
Ein Ueispicl soll dieses erläutern. 

Wenn man in einem beliebigen, aber festen Punkte einer 
geraden Linie zwei gleich grosse Lothe errichtet nach den ent- 
gegengesetzten Seiten der geraden Linie, so ist es eine charak- 
teristische Eigenschaft eines beliebigen Punktes p in der geraden 
Linie, dass die Entfernungen dieses Punktes von den Endpunkten 
q, q der Lothe einander gleich sind. Nimmt man die Coordinaten 
der Punkte q und q als gegeben an, drückt die Quadrate der 
Entfernungen des durch seine Coordinaten x y bestimmten Punk- 
tes p von den beiden Punkten q und q' mit Hülfe von (1) aus 
uinl setzt diese Quadrate einander gleich, so wird man die Glei- 
chung der geraden Linie erhalten müssen, weil diese Gleichnng 
eben der analytische .Ansdruck für die genannte charakteristische 
Eigenschaft ist. 


Der Einfachheit wegen werden wir jedoch annehmen, dass 
der Punkt q der Coordin.atenanfangspnnkt sei. Alsdann erhält 
mau den Punkt q, wenn man von dem Coordinatenanfangspunkt 
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nie gerade Lirtic? ■ - 

ein Lotli auf die gerade Linie fnlll und dieses Lolli iiocli nnt 
sieli selbst verlängerl. Der Knd|mnkt y dieser Verlängerung babe 
die Coordinaten « b. Drückt man nun jene cfiarakteristiscbe 
Eigenscbaft (pq'Y = [pqY durch die (Koordinaten der bezeirli- 
neten Punkte aus, so erliält man die Gleiebnng der geraden Linie: 

(1) + y- = {x — (ty + (;/ — by, 

die man auch zurückfübren kann auf; 

(2) . na: by — ” ^ = 0. 

Man sieht hieraus, dass die Gleichung einer geraden Linie 
immer auf die Fori^ zurückgeführt werden kann: 

(3) y/* + ßy + 6’ = 0. 

Es drängt sich uns zunächst die schon in der vorhergehen- 
den Vorlesung angeregte Frage auf, ob jede Gleichung von der 
Form (3) eine gerade Linie repräsentirt, welche reellen VVerthe 
auch die Cocfflcicnten A, B, C haben. Wir werden diese Frage 
dadurch heantworten, dass wir die Gleichung (3) mit einem sol- 
chen Factor y multi[diciren , dass der linke Theil derselben in 
den linken Theil der Gleichung (2) übergeht. Da aber aus der 
Gleichung (2) die Gleichung (1) wieder hergestellt werden kann, 
so führen wir damit die mit dem Factor y inultiplicirle Gleichung 
(3) auf die Gleichung (1) zurück, deren geometrische Redeutnng 
von selbst einlenchtet. 

Da der linke, mit dem Factor fi multiplicirte, Theil der 
Gleichung (3) dem linken Theile der' (;ieichung (2) gleich sein 
soll, so hat man: 

pA = n p H = b p(. = g- - , 

woraus sich die reellen Werllie von y, o, b ergehen: 

—2 6' _ — 2C./ —iCR 

^ + ‘ ‘ 

Die Gleichung (3) mit den willkürlichen (Konstanten A, B, C 
wird die allgemeine Form der Gleichung einer geraden 
Linie genannt zum Unterschiede von der näcbstfidgcnden, die 
in vielen Fällen grosse Vortheile bietet. 

Auf die eben angedeiitete Form gebangt man, wenn man in 
(2) statt der (ioordinaten n, b des Punktes q ilie Winkel a. ß ein- ^ 
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' Äweitc Vorlesung. 

führt, welche das von dem Coordinatcnanfangspunkte auf die ge- 
rade Linie gefällte Loth mit den positiven Coordinalcnaxcn bil- 
det, und den senkrechten Abstand 5 — die Länge des Lothes — 
der geraden Linie von dem Cpordinatenanfangspunktc. Zu diesem 
Zwecke bemerken wir, dass die Coordinaten des Punktes q und 
die Coordinatenaxen ein Rechteck * begrenzen , dessen Diagonale 
2d mit den Coordinatenaxen die Winkel a, ß bildet. Wir haben 
biernach : 

rt = 2 d cos « h .= 2 d cos ß, 

und wenn wir diese Werthe von n ijnd b in (2) einsetzen, er- 
halten wir mit Rücksicht auf (4) der ersten Vorlesung: 

(4) X cos o y cos (3 — d 0. 

Diese Form der Gleichung wird die Normalform der 
Gleichung einer geraden Linie genannt. Fn ihr bedeuten 
a und ß die Winkel, welche das vom Coordinatenaiifangspunkte 
auf die gerade Onie gefällte Loth mit den positiven Cuordinatcn- 
axcn bildet, und d die Länge des Lothes, welche unter allen 
Umständen als eine positive Grösse genommen wird. 

Die Zusammenstellung der beiden Gleichungsformen für die 
gerade Linie führt auf die Aufgabe: 

Die gegebene Gleichung einer geraden I.,inie in 
der allgemein.en Form (3) soll zurückgeführt werden 
auf die Normalform (4), oder, was dasselbe ist, die 
Winkel a, ß sollen bestimmt weiden, welche i^as vom 
Coordinatenanfangspunkt auf die gerade l,inie ge- 
fällte Loth mit den Coordinatenaxen bildet, und die 
Länge d des Lothes. 

^Wenn (3) und (4) die Gleichungen derselben geraden I.inie 
sind, so können sie sich nur durch einen Factor unterscheiden. 
Miiltiplicirt man daher die Gleichung (3) mit einem Factor y, so 
wird sich derselbe so bestimmen lassen, dass die Gleichungen 
(3) und (4) Glied für Glied mit einander übereinstimmen. 

.Man hat daher: 

(lA = cos « ft 5 = cos ^ ftC = — d. 

Aus diesen drei Gleichungen kann man mit Zuziehung der 
Gleichung cos* o -|- cos* ^ = 1 die vier Unbekannten a, ß, d, ft 
berechnen, wodurch mau erhält: 
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cos ß = 


( 5 ) 


+ y.4^ + /t‘ 
II 

— 0 ' 


f* = 


+ -f 
+ 1 


+ Va^ -I- /?* 

Was (las (loppelt(( Vorzeichen der Quadratwurzel }/ + B’ 
betriITt, so hat man in a^n diesen Formeln das entgegengesetzte 
Vorzeichen von C zu nehmen, damit ä wirklich positiv wird. 

Wir machen hier he.sonders noch auf den Factor u = ,, 

^ ±yA*+/{* 

aufmerksam, durch welchen die allgemeine Form der Gleichung 
einer geraden Linie zurückgeführt wird auf die Normalhuin. 

Obwohl wir zwei Gleichungsformen der geraden Linie her- 
vorgehoben haben, die allgemeine (3) und die specielle (4), so 
werden wir, wenn wir die specielle Form für die Lfisung unse- 
rer Aufgaben geeigneter erachten, was oft der Fall sein wird, 
nicht n("(thig haben, die Aufgaben besonders noch für die allge- 
meine Form zu lösen. Die Formeln (5) vermitteln immer den 
Uebergang von der speciellen Form (4) zur allgemeinen (3). 

Die Gleichung einer geraden Linie zu bestimmen,' 
welche einer gegebenen (4) parallel ist und von dem 
Co ordin at eil anfangs pun k t nach e n t g e gengesel z ler 
Richtung denselben .\bstand hat. 

Man sieht ohne Mühe, dass: 

X cos « -f- y cos |3 (5 = 0 

die Gleichung der geraden Linie sein muss. Aber diese Form 
ist nicht die ^ornlalform der Gleichnng; ihr ganz conslantes 
Glied müsste negativ sein. 

Wir führen diese Gleichung durch Miilliplication mit dem 
Factor u = — 1 aus (5) auf die Normalform zurück, welche sich 
dann so darstellt: 

X cos (2Ä -f- «) -f- y cos (2B ß) — d = 0. 

Will man nachweisen, dass ein durch seine t'.onrdiiialeii ge- 
gebener Funkt in einer durch ihre Gleichung gegebenen geraden 
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Zwftile Vorlesung. 


Linie liegt, so braucht inan nur in die Gleichung die Coordinaten 
des gegehenen Punktes für die Variahein zu .setzen. Wird der 
(ileicluing dadurch genügt, so ist das ein Beweis, dass der Punkt 
in der geraden Linie liegt*]. Wird der Gleichung nicht genügt, 
so liegt der Punkt nicht in der geraden Linie, der Abstand des 
Punktes von der geraden Linie hat vielmehr einen von 0 ver- 
schiedenen Werth. Diese Bemerkung gieht Veranlassung zu der 
.Aufgabe ; 

Den senkrechten .Abstand A eines durch seine 
Coordinaten .V, I' gegehenen l^unktcs P von einer 
durch ihre Gleichung in der Normalforin (4) gegehe- 
nen geraden Linie zu hestiinnien. 

Da der senkrechte Abstand des Coordinatenanfangspunktes d 
von der gegehenen geraden Linie unter allen Umständen eine 


*) Das angegebene Kriterium, dass ein Punkt in einer geraden 
Linie Hege, dient zur directen Auflösung der Aufgabe: 

Die Gleichung der geraden Linie zu bestimmen, welche 
durch irgend zwei d u r c ii ihre Coordinaten a:, ,y , und .t, j/j 
gegebenen Punkte geht, 

deren Lösung sich aus den am Anfänge der Vorlesung angestellten all- 
gemeinen Betrachtungen nebenbei ergab. 

Die Gleichung der gesuchten geraden Linie hat nämlich die Form : 
A X -|- H y -|- C ~~ 0 . 

In ihr haben die VerliHltnissc der drei Coeffieienten A, R, C ganz 
bestimmte Werthe, die gegeben sind durch die Bedingungen: 

Ax, + Ry, -f- C = 0 

AXf By, -|- C = 0. 

Drückt man nun die Verhältnisse der drei Coeffieienten durch Auf- 
lösung der beiden letzten Gleichungen aus, und setzt dieselben in die 
erste Gleichung, so erhält man gerade die Gleichung: 

2A = 0 , 

wenn man unter 2A den in (S) der ersten Vorlesung gegebenen An.s- 
drnck versteht. , 

Wir können daher sagen, die gesuchte Gleichung 2A~0 der ge- 
raden Linie sei das Resultat der Filimination der Unbekannten A. R, C 
aus den drei ersten Gleichungen. 

Diq Aufgabe ist hierdurch zwar gelösct, aber die Auflösung giebt 
nicht die geometrische Bedeutung des Ausdruckes 2A, wie in der ersten 
Vorlesung, wenn der variable Punkt xy und die beiden gegebenen 
Punkte .r, y, und x, //, nieht in einer und derselben geraden Linie liegen. 


’v 
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positive Grösse ist, so wird der sciikriTlile Alisluud J des ge- 
gebenen l*iinktes V Von der gegelienen geraden Linie positiv 
oder negativ sein, je mu lideni dieser l’nnkt mit dem Coordinaten- 
anfangspunkte auf dersellten -Seite der geraden Linie liegt, oder 
auf der entgegengesetzten. Um mm ein positives z/ iin Auge zu 
halten, werden wir annelimen, der gegebene Punkt P liege mit 
dem Coordinatenaid'angspnnkte auf derselben Seile der durch 
ihre Gleidmiig; 

.1’ CO.S « -1- ty cos ß — d = ( I 
gegebenen geraden Linie. 

Ziehen wir eine zweite parallele gerade Linie durch den 
gegebenen Punkt P, so muss ihre Gleichung sein 
X cos « -}- 1 / cos ß — d' = 0, 

wenn d' den .senkrechten Abstand der geraden Linie von dem 
('.oordinalenanfangspiinkt bcdentcl.* Ua der Punkt P aber auf die- 
ser letzteren gerailen Linie liegt, so hat man: 

A' cos a -j- 1’ cos /S — d' = 0. 

Pa ferner ist: O 

J = 6 — d', 

■so erhält mau, wenn man den Werth von d' aus der vorher- 
gehenden Gleichung in diese setzt: 

— z/ = A' cos (t -p 1' cos ß — d.. 

Für den spätefen Gebrauch ist es nützlich, dieses nesnltat 
als eine Itegel darzustellen, welcher wir folgenden .\nsdrnck 
geben : 

(G) . . . Wenn man den linken Theil einer in der Nor- 
malform (4) gegebenen Gleichung einer geraden Linie 
von ihrem rechten Theile, der = 0 ist, trennt, so 
drückt derselbe den negativen senkrechten Abstand 
ans des durch die Goordinalen ,r, ly gegebenen Punktes 
von der geraden Linie. 

Figuren, welche ans mehren geraden Linien zusammengesetzt 
sind, werden durch eben so viele Gleichungen von der Form (3) 
oder (4) analytisch dargestellt. Um diese Gleichungen nicht 
jedes Mal ausführlich hinzuschreiben, führen wir tlie Symbole 
U und A ein für die Ausdrücke: 

II esüo, Annlyl. CiOcHiirli-. «I. KIm-im'. l. ^ 
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C<; U ^ .i.v + Hl/ + C 

(8) / .(■ cos u -}■ ’/ eos (S — S 


Wir xvenleii ferner mit U^^ f/, ... iiikI mit A^ ... andere 
Ausdrücke bezeichnen von denselben Formen als respeclive U 
und aber mit veräinlcrten IVerlhen der Coefticienten. 

Dadureb verscbalfixn wir uns das Mittel, irgend ein System 
von beliebig vielen geraden Linien analytiscb leicht darzustellen 
in der allgemeinen Ff>rm: 

= 0 f/, = 0 . . . 

oder in der IS’ormairorm: 

=0 ./, = 0 . . . 

Von dieser Bezeichnung werden wir Gebrauch machen, um 
mit Hülfe der Hegel (G) den geometrischen Ort eines I'nnkles p 
zu bestimmen, der von zwei* durch ihre Gleichungen in der 
iSormalform ; 

(9) .-/ = 0 mul A^ — 0 

gegebenen geraden Linien gleich weit absteht. 

Liegt der l'nnkt p, ilessen Gooidinalcn seien x, y, in dem 
von den beiden gegebenen geraden Linien gebildeten Winkel, in 
welchem auch der Coordinatenanfangspnnkt liegt, so sind die 
senkrechten Abstände des Punktes von den beiden geraden Linien 
— A und — A ^ ; liegt der Punkt p aber in dem Scheitelwinkel, 
so sind sie + A und + A^. 

In dem einen, wie in dem anderen Falle, erhalten wir die 
Gleiclnmg: 

( 10 ) i — A^ — 0 

als Bedingung, dass die senkrechten Abstände einander gleich 
seien. 

Es ist dieses offenbar die Gleichung einer geraden Linie. 
Die gerade Linie selbst ist der geometrische Ort des Punktes p. 
Nun weiss man aber, dass der geometrische Ort des Punktes ./> 
die Ilalbirungslinie ist des von den beiden gegelienen geraden 
Linien gebildeten Winkels. Daraus muss inan schliessen, dass die 
Giciebung (10) die Ilalbirungslinie des Winkels darstellt, den die 
beiden geraden Linien (9) einschliessen. Da aber zwei unbegrenzte 
gerade Linien zwei IVinkel bilden, so muss man, um jede Zwei- 
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(leutigkfil zu l»e.seitigen , mit Hücksiclit aiir das Vorlieigeliende 
iioeli hinzufügen, dass der Winkel gemeint sei, in welcliem der 
Coordinatenanfangspunkt liegt, oder sein Sclieitehvinkel. 

Liegt der Punkt p in einem der Nebenwinkel, so können 
die senkrechten Abstände dieses Punktes von den beiden gegebe- 
nen geraden Linien zwar auch einander gleich sein, sie haben 
aber entgegengesetzte Vorzeichen. Sucht man nun den geome- 
trischen Ort des Punktes p, dessen senkrechte Abstände von den 
beiden gegebenen geraden Linien gleich, aber von entgegen- 
gesetzten Vorzeichen sind, so ilrückt sich diese Oedingung durch 
die Gleichung aus: 


(11) ^ -t- = 0. 

Es ist dieses die Gleichung der, die Nebenwinkel halbiren- 
den, geraden Linie. 

Wir fassen die Resultate unserer Untersuchung kurz zusam- 
men, wenn wir sagen: 

(12) . . . Wenn A = 0 und Af = 0 die Gleichungen 
zweier gegebenen geraden Linien in der Normalform 
sind, so sind A — A, = 0 und A -j- A, ,= 0 die Glei- 
chungen der geraden Linien, welche die Winkel hal- 
biren, die die gegebenen geraden Linien miteinander 
bilden. 

Wir wollen auch über dieses so einfache Resultat nicht forl- 
gehen, ohne daran eine Bemerkung zu knüpfen, welche auf wei- 
tere Kragen führt. 

Die geraden Linien (10) und (11) gehen durch den Schnitt- 
punkt der gegebenen beiden geraden Linien. Ihre Gleichungen 
sind linear zusammengesetzt aus den Gleichungen der gegebenen 
geraden Linien. Hiernach kann man fragen, ob jede Gleichung, 
die in linearer Weise zusammengesetzt, ist aus den Gleichungen 
zweier geraden Linien, eine gerade Linie repräsentirt, welche 
durch den Schnittpunkt jener geht? 

Um diese. Frage zu beautworten, nehmen wir die allgemeine 
Form der Gleichungen zweier geraden Linien: 

U = 0 U, 0 

2 * 
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und coniliiniren aus iliiieii in linearer Weise die Gleichung einer 
dritten geraden Linie: 

iU + k^U^ = 0 . 

Ob die.se gerade Linie durch den Schnittpunkt der heiden 
ersten geht, erfahren wir, wenn wir die Coordinaten x und y 
aus den heiden ersten Gleidiungcn berechnen und ihre Wertlie 
in die dritte Gleichung setzen. Wird dieser Gleichung dadurch 
genügt, so ist das ein IJeweis, da.ss die dritte gerade Linie durch 
den Schnittpunkt der beiden ersten gehl. Die drei geraden 
l.inien schneiden sich dann in einem und demselben Punkte. 
Line einfache Iletraclitnng niid aber zeigen, dass es der ange- 
deuteten Berechnung gar nicht bedarf. 

Denken wir uns die Werihe der Coordinaten aus den beiden 
ersten Gleichungen berechnet und setzen diese Werthe in II und 
f’j ein, so müssen diese Ansdrücke einzeln verschwinden (zu 0 
werden). Denn dieses ist ja die Probe für die Dichtigkeit der 
Itechnung. Setzt man mm dieselben Werihe in die dritte Glei- 
chung, so verschwinden die einzelnen Glieder links vom Gleich- 
heitszeichen. Ls wird der Gleichung dadurch genügt. Demnach 
schneiden sich die durch die drei Gleichungen analytisch darge- 
stellten geraden Linien in einem und demselben Punkte. Wir 
drücken dieses anders aus, wenn wir sagen; 

(13) . . . Wenn zwischen den Gleichungen von drei 

geraden Linien U = 0 t/(=0 — O die Identität ob- 

waltet: 

kU -1- i/j -f U 2 0, 

so schneiden sich die drei geraden Linien in einem 
und demselben Punkte. 

Die genannte identische Gleichung sagt nämlich nichts an- 
deres aus, als dass unter dem Ausdruck — A, U.j <ler Ausdruck 
XU A, Ul verstanden werden soll. 

Man kann aber auch den Satz unikehren; 

(14) . . . Wenn' l/ = 0 f/j=0 U.^=:0 die Gleichungen 
von drei geraden Linien sind, welche sich in einem 
und demselhen Punkte schneiden, so kann man immer 
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drei Faclorcii A, A,, X.^ so bestiinmcii, dass man iden- 
lisr.li hat: 

A 17 + A, tf, + Aj — 0 

Nach dem vorhergehenden Satze (13) ist XV + X^ Vy—0 
die Gleichung einer geraden Linie, welche durch den gemein- 
samen Schnittpunkt der genannten drei geraden Linien geht. Da 
diese Gleichung noch die willkürlichen Constanten A, A, enthält, 
so kann man letztere so bestimmen, dass jene gerade Linie durch 
einen gegebenen Punkt der geraden Linie = 0 geht. Denn 
diese verlangt nur, dass einer Bedingungsgleichung genügt werde. 
Damit fallen aber die beiden geraden Linien A 17 + A, 17, = 0 
und l/j = 0 zusammen, was eben jene identische Gleichung ana- 
lytisch ausdrückt. 

Um gleich eine .Vnwendung der vorausgegangeneu Principien 
zu machen, betrachten wir ein Dreieck, dessen Seiten 0, 1, 2 
gegeben seien durch ihre Gleichungen in der Normairorni: 

^= 0 , r= 0, ylj = 0. 

Wenn wir annchmen, dass^ der Coordinatenanfangspunkt 
innerhalb des Dreiecks liegt, so sind die Gleichungen der llal- 
birungslinien der Winkel des Dreiecks: 

— A., — 0 — A^, = 0 A^, — A^=0. 

Da die Summe der linken Theile dieser drei Gleichungen 
identisch gleich 0 ist, also: 

(A^ — A.,) + (A-i — A,f) -H (^ — A^) = 0, 
so haben wir durch diese Bemerkung nach (13) den Satz be- 
wiesen : 

Die Ilalbirungslinien der W'inkel eines Dreiecks 
schneiden sich in einem und demselben Punkte*). 


*) An ilen Beweis des l)ezeichneten geometrischen Satzes wollen 
wir eine Bemerkung knüpfen. Derselbe wurde geführt mit sehr ein- 
fachen, in dieser Vorlesung entwickelten Hülfsmitteln. Aber auch ohne 
diese Hülfsmittel lässt sich der Beweis des Satzes, so wie jedes ande- 
ren geometrischen Satzes, mit den allgemeinen Principien der analy- 
tischen Geometrie führen, freilich niclit ohne Rechnung. 

Ohne jene Hülfsmittel hätte man aus den durch ihre Gleichungen 
gegebenen Seiten des Dreiecks die Coordinaten der Ecken zu bcrech- 
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und coiiil)iiiiren aus ihnen in linearer Weise die Gleichung einer 
dritten geraden Linie: 

A, [/ + A, i/, = 0. 

Ob diese gerade Linie durch den Sclinittpunkt der hehlen 
ersten geht, erfahren wir, wenn wir die Coordinaten x und y 
aus den beiden ersten Gleichungen berechnen und ihre W'erthe 
in die dritte Gleichung setzen. Wird dieser Gleichung dadurch 
genügt, so ist das ein Beweis, dass die dritte gerade Linie durch 
den Schnittpunkt der heiden ersten geht. Die drei geraden 
l.inien schneiden sich daun in einem uml demselben Punkte. 
Line einfaebe Betrachtung wii-d aber zeigen, dass es der ange- 
deuteten Berechnung gar nicht hedarf. 

Denken wir uns die Werthe der Goordinalen aus den beiden 
ersten (ileichungen berechnet und setzen diese Werthe in U und 
r, ein, so müssen diese Ausdrücke einzeln verscliwinden (zu 0 
werden). Denn dieses ist ja die Probe für ilie Bichtigkeit der 
Rechnung. Setzt man nun dieselben Wei the in die dritte Glei- 
chung, so verschwinden die einzelnen Glieder links vom Gleich- 
heitszeichen. Ls wird der Gleichung dadurch genügt. Demnach 
schneiden sich die durch die drei Gleichungen analytisch darge- 
stellten geraden Linien in einem und demselben Punkte. Wir 
drücken dieses anders aus, wenn wir sagen: 

(l.'J) . . . Wenn zwischen den Gleichungen von drei 
geraden Linien 11=0 =0 U^ = 0 die Identität oh- 

walte t: 

kU -f Aj i/j -f Aj Ü2 0, 

so schneiden sich die drei geraden Linien in einem 
und demselben Punkte. 

Die genannte identische Gleichung sagt nämlich nichts an- 
deres aus, als dass unter dem Ausdruck — A, U.^ der Au.sdrnck 
Af/ A, Ul verstanden werden soll. 

Man kann aber auch den Satz umkehren: 

(14) . . . Wenn" ü = 0 h', = 0 Ü 2 = 0 die Gleichungen 
von drei geraden Linien sind, welche sich in einem 
und deniselhen Punkte schneiden, so kann man immer 
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drei Facloreii A, A,, A., so beslimmcii, dass man ideii- 
tisrh hat: 

A fA + A, r, + Aj V.^ — 0 

Nacli dem vorhergehenden Satze (13) ist A ü + A, {/, = 0 
die Gleichung einei- geraden Linie , weiche durch den gemein- 
samen Sclmittpunkt der genannten drei geraden Linien geht. l(a 
die.se Gleichung noch die willkürlichen Constanten A, A, enthält, 
so kann man letztere so hestimmen, dass jene gerade Linie durch 
einen gegebenen Punkt der geraden Linie — 0 gellt. Denn 
diese verlangt nur, dass einer Bedingungsgleichung genügt werde. 
Damit fallen aber die beiden geraden Linien A L' -f A, f/, = 0 
und f/j = 0 zusammen, was eben jene identische Gleichung ana- 
lytisch ausdrückt. 

Um gleich eine .\iiwendung der vorausgegaiigenen Principien 
zu machen, betrachten wir ein Dreieck, dessen Seiten 0, 1, 2 
gegeben seien durch ihre Gleichungen in der Normalform; 

^„=0, -•<1 = 0, ./j = 0. 

Wenn wir annelmien, dass^ der Goordinatenanfangspunkt 
inneriialb des Dreiecks liegt, so sind die Gleichungen der llal- 
birnngslinien der Winkel des Dreiecks: 

-t, - J., = 0 A.^ — A,, = 0 — Al = 0. 

Da die Summe der linken Tiieile dieser drei GIciclitmgen 
identisch gleich 0 ist, also: 

(.f, — Ao) -f (^2 — {A(, — Al) = 0, 

so haben wir durch diese Bemerkung nach (13) den Satz be- 
wiesen : 

Die Hai biru ngslinien der Winkel eines Dreiecks 
schneiden sich in einem und demselben Punkte*). 


*) An den Reweis des iiezcichnetcn geometrischen Satzes wollen 
wir eine Bemerkung knüpfen. Derselbe wurde geführt mit sehr ein- 
fachen, in dieser Vorlesung entwickelten IlUlfsmittoln. Aber auch ohne 
diese Hiilfsmittel lässt sieh der Beweis des Satzes, so wie jedes ande- 
ren geometrischen Satzes, mit den allgemeinen Principien der analy- 
tischen Geometrie führen, freilich nicht ohne Rechnung. 

Ohne jene Hiilfsmittel hätte man ans den durch ihre Gleichungen 
gegebenen Seiten des Dreiecks die Coordinateii der Ecken zu bercch- 
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Dieser Punkt ist hekiinnUicIi der MiUel|miikt des dem Drei- 
ecke einbescliriebenen Kreises. 

Nach (12) hat man die Gleichungen der, die Aussenwinkel 
des Dreiecks balbirenden, geraden Linien: 

An =— 0 A 2 “I“ Ai^ = 0 A^^ “I“ A^ = 0. 

Coinbiniren wir diese mit den schon angegebenen Glciclnin- 
gen der, die inneren Winkel des Dreiecks balbirenden, geraden 
Linien, so ergeben sich noch folgende identische Gleichungen: . 


neu. Man hätte ferner die Constanten in den Gleichungen von drei 
geraden Linien so zu bestimmen, dass erstens jede derselben durch 
eine Ecke des Dreiecks geht und zweitens, mit Anwendung von (5) der 
ersten Vorlesung, dass jede derselben den Winkel des Dreiecks hal- 
hirt, den sie thuilt. Wenn die Gleichungen der Seiten des Dreiecks in 
der Normalform gegeben wären, so würde es sich zeigen, dass die 
Gleichungen der Halbirungslinieu der Winkel des Dreiecks die Diffe- 
renzen der Gleichungen der Seiten sind. Aus zwei von diesen Glei- 
chungen hätte mau endlich die Coordinaten des Schnittpunktes zu be- 
rechnen und sie in diu dritte GleR'hung einzusetzen. Daun würde man 
sehen, dass die dritte Gleichung erfüllt wird, was eben den Satz be- 
weiset. Würde sie nicht erfüllt, so würde das ein beweis sein, dass 
der Satz nicht zutrifft. 

ln dieser Weise kann man für jeden geometrischen Satz einen 
analytischen Beweis geben. Man braucht aber nur einmal sulche 
liochnungeu mit den allgemeinen Principien durchzufUhren, um die Lust 
an weiteren Versuchen zu verlieren. 

Die allgemeinen Principien bezeichnen allerdings den Weg, den 
man einschlageu kann, um zum gewünschten Kesultatc zu gelangen, 
nicht den einfacheren Weg, den man in einem gegebenen Falle wäh- 
len soll. 

Die mechanischen Arbeiten, welche die allgemeinen Principien ver- 
langen, sind um so grösser, je ausgedehnter die Theorie, je grösser der 
Kreis der Aufgaben ist, den sie umfasst. Mit der Vervollkommnung 
der Wi.ssenschaft wird die Theorie derselben endlich so weit umfassend 
und die mechanischen Arbeiten, welche sie verlangt, werden so aus- 
gedehnt, dass man sich genötbiget sieht, innerhalb der allgemeinen 
Theorie spcciellc Theorien wiedcrlierzustellen, welche kleinere Kreise 
von Aufgaben mit entsprechender Leichtigkeit lösen. 

Die spocielleu Theorien der analytischen Geometrie sind es aber, 
welchen diese Vorlesungen gewidmet sind. Die allgemeine Theorie hat 
man in der Differential - und Integral -Kechnuug als deren Anwendung 
auf die Geometrie zu suchen. 
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I>ie gerade Linie. 

{J, + A„) — (./„ + A,) + (J, — A,) - 0 

[A„ + A,) - + A.,} + {A, — A„] 0 

i-h + + 4i) + (-^0 — -J|) ^ 

Jede dieser Gleichungen drückt nach (13) einen geotnelri- • 

sehen Salz aus. Wir können aber alle diese Sätze in dem einen 
Salze zusainmenlä.ssen : 

Die llalbirungslinien zweier äusseren und des 
dritten inneren Winkels eines Dreiecks schneiden 
sich in einem und demselben Punkte. 

Dieser Punkt ist bekanntlich der 'Mittelpunkt des, die Seiten 
des Dreiecks ausserhalb berührenden, Kreises. Man hat drei sol- 
cher Kreise. 

Weitere geometrische Sätze ergeben sieb aus der Delrach- 
timg der Gleichungen von geraden Linien; 

+ --li + A^ = 0 f j / 

— A„ + Af + A-, = 0 
A,, - + A, = 0 

-J|i + ~ -I 2 0, 

wenn man ihre Zusammensetzung aus den vorhergehenden Glei- 
chungen in Betracht zieht. 

Die erste Gleichung ist nämlich linear zusammengesetzt ans 
den Gleichiingspaarcn A„ = 0, A, 4 - .L, = 0, aus A^ == 0, 
A2 + A,i — 0 und ans = Ü, A„ -j- = 0. Die durch die 

erste Gleichung dargeslellte gerade Linie gehl also nach (13) 
durch die drei Schniltpunkle der durch jene Gleichnngspaare 
dargestellten Idnienpaare. Wir drücken dieses durch folgenden 
Satz aus; 

Wenn man in einem Dreieck die .\ussenwinkel 
.halbirt, so schneiden die llalbirungslinien die gegen- 
überliegenden Seilen des Dreiecks in drei Punkten, 
welche in einer geraden Linie liegen. 

Aus den drei letzten Gleichungen kann man auf dieselbe 
Weise den Satz ablesen; 

Die llalbirungslinien zweier innerer Winkel und 
des dritten .\ussenwitikels eines Dreiecks schneiden 
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diu gegciiüberliegeiiduii Seilen des Dreiecks in drei 
l'unklen, welche in einer geraden Linie liegen. 

- Fig. 4. 

Z 



Vorstehende Figur dient zur Erläuterung des letzten Satzes, 
die geraden Linien in derselben sind mit Weglassung der Sym- 
bole nur mit den ihnen enlsprechcnden Indices hezeichnel. 

Um schliesslich noch eine Anwendung zu machen von dem 
Satze (14), behandeln wir die .Aufgabe : 

Wenn die Gleichungen von drei geraden Linien 
0, 1, 2 in der Normalform J^, = 0, J^ = 0, ./.^ = 0 ge- 
geben sind, so soll die Gleichung der geraden Linie 
gefunden werden, welche senkrecht steht auf dei' 
ersten geraden Linie und durch den Schnittpnnkl ilcr 
beiden anderen geht. 

Die Gleichung der geraden Linie, welche durch den Schnitt- 
punkt der geraden Linien vfj = 0 und 
dem angegebenen Satze nur die Form haben: 
k^A^ + X^A.^ = ü. 

Das Loth der durch diese Gleichung dargestellten geraden 
Linie bildet mit den Coordinatenaxen AVinkel, deren Cosinus sich ‘ 
verhalten wie: 

(A, cosK, + AjCOSKj) : (^i cosjSj -f- X^co^ß-,]. 

Das Loth der geraden Linie = 0 bildet mit den Coor- 
dinatenaxen Winkel, deren Cosinus sind: 
cos of,| : cos |3,|. 

Da die beiden Lotbe aber einen rechten Winkel cinschliessen 
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sollen, dessen (’iOsiiuis ' gleich 0 ist, so haben wir nach (5) der 
ersten Vorlesung : 

0 = cosflf,, (ij costtj + cosoj) + cosj3|| (A, cos (3, + cos^.^). 

Wenn «ir nun mit «, und «, die Winkel bezeichnen, welche 
die gerade Linie 0 mit den beiden anderen 1 und 2 bildet — 
welches zugleich die Winkel sind, die ihre Lothe mit einander 
bilden — so lässt sich die angegebene (iieichuiig mit Uerück- 
sicbligung von (5) der ersten Vorlesung kürzer so ausdrücken: 
Ajcos», + A, coso.^ = 0. 

Setzen wir das durch diese fileichnng bestimmte Verhältniss ^ 
der (lonstantcn X, und L, in die erste Gleichung ein, so erhalten 
wir die Gleichung der gesuchten geraden Linie: 


Al cos «j — A., cos rt.j = 0. 

Einfacher lässt sich dieses Resultat ans der Figur selbst ab- 
lesen. Denn nehmen wir auf der gesuchten geraden Linie einen 
beliebigen I’unkt p mit den C,oordinaten x, y, dessen Entfernung 
von dem Schnittpunkte der beiden geraden Linien 1 und 2 wir 
mit r hezeichnen, so sind — Ai und — A^ die senkrechten Abstände 
dieses Punktes p von den beiden geraden Linien, die sich in der 
Figur auch so ausdrücken lassen: 


— = rcos«.^ — A., = rcosrt,, 

woraus durch Elinünation von r dasselbe Resultat hervorgeht. 

Die gegebenen drei geraden Linien bilden ein Dieieck. 
Wenn wir die den Seiten 0, 1, 2 des Dreiecks gegenüberliegen- 


den Winkel mit «„ , «, , bezeichnen, so 
sind die Gleichungen der von den Ecken 
des Dreiecks auf die gegenüberliegenden 
Seiten gefällten Perpendikel: 

Al cos«, — A^ cos«,^ = 0 


A-i cos«, 
A^ cos «I, 


A„ cos«,, 
Al cos «, 


= 0 
= 0. 


Da die Summe dieser drei Gleichun- 
gen identisch 0 ist, so haben wir nach 
(13) den Satz bewiesen: 


Fig. 5. 



Die drei Perpendikel, w elche von den Ecken eines 
Dreiecks auf die gegenüberliegenden Seiten gefällt 
sind, schneiden sich in einem und demselben Punkte. 
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Dritte Vorlesung, 

Harmonische Linien. Linien der Involution. 


Wir liahen in der vorliergeheiideii V'orlesung unter Anderein 
den gcoinelrisclicn Oi’l (10), eines Punktes p bestiinint, dessen 
senkredile Alistände von zwei gegebenen geraden Linien (9) eiii- 
* ander gleich sind. Die hierdurch gelösete Aufgabe erweitern wir, 
wenn wir den geoinetri-scben Ort eines Punktes p suchen, dessen 
senkrechte .Abstände von zwei gegebenen geraden I.inien 0 unil l 
sich wie zwei gegebene Grössen und «, verhalten. 

Wenn: 

(I) = ». -'i = II 




die Gleichungen der gegebenen geraden Linien in der Norinal- 
forin und x, y die Coordinaten des Punktes p sind, so finden wir 
auf dem in der vorhergehenden Vorlesung aiigedeuteten Wege 
den gesuchten geometrischen Ort durch die Gleichung aus- 
gedrückt : 


(^) 




= 0 . 


Es ist dieses die Gleichung einer geraden Linie, welche 
durch den Schnittpunkt der gegebenen geraden Linien gebt, und 
wenn wir unter «„ und o, positive Grössen verstehen, so theilt 
die gerade Linie (2) den von den gegebenen geraden Linien ein- 
geschlossenen Winkel, in welchem der Coordinatenanfangspunkt 
liegt. 

Wir bringen diese Gleichung, indem wir setzen X = ~ 
auf die Form: 


( 3 ) 


XJ, 


0 


und bemerken, dass, wenn A negativ wird, die gerade Linie den 
von den gegebenen beiden geraden Linien eingeschlossenen 
Winkel theilt, in welchem der Goordinatenanfangspunkt nicht liegt. 

Diese Gleichung mit dem unbestimmten Factor X stellt jede 
beliebige gerade Linie dar, welche durch den Schnittpunkt der 
beiden gegebenen geht. Denn man kann lien Factor X immer so 
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bestininien, dass die gerade Linie durch nocli einen gegebenen 
i’unkt gehl. Ist der Factor L positiv, so thcilt die gerade länie 
den von den gegebenen geraden Linien eingescblossenen Winkel, 
in welchem der Coordinatenaiifangspunkt liegt; ist er negativ, so 
Iheilt sie den Nebenwinkel. Die Grenzwerthe von A = 0 und = cx> 
entsprechen den gegebenen geraden Linien. 

Die durch die Gleichung (3) dargestellte gerade Linie 2 bil- 
det mit den gegebenen 0 und 1 die Winkel (20) und (21). Da * 
die Sinus dieser Winkel sich verhalten wie die gegebenen 
Grössen a„ und Oj, so können wir die geometrische Dedeutung 
des Factors A auch durch die Gleichung ausdrücken: 


(•i) 


, sin (20) 

sin (21)‘ 


Eine beliebige andere, ebenfalls durch den Schnittpunkt der 
gegebenen geraden Linien 0 und 1 gehende gerade Linie 3 hat 
zur Gleichung: 


(5) . 


4) — Ml = 0. 


Das Verhältni.ss: 

A sin (20) sin (.HO) 

' ' ft sTn (21) ' sin (:H1) 

zwischen den Sinus der von den Linienpaaren 0, 1 und 2, 3 
eingeschlossenen Winkel nennt man das anharmonische Ver- 
hält ui ss des Linienpaares 2, 3 zu dem Linienpaare 0, 1. 

Wenn die Gleichungen (1) picht die Normalforiu hätten, so 
würde die geometrische Dedeutung von A in der Gleichung (3) 
nicht durch, die Gleichung (4) ausgedrückt werden können. Es 
drängt sich daher die Frage auf nach dem anliarmonischen Ver- 
hältnisse zweier Linienpaare, deren Gleichungen in der Form ge- 
geben sind : 

(7).. F,, = 0 F,=0 F„ — ;r, =0 F„ — mF, =0. 

Da die allgemeinen Formen , F„ und F| durch Facloren 
und /tj sich immer auf die NormaUörmen und ziirück- 

führen lassen, so hat man F„ = und F, = — A^. Setzt 

(^0 

man diese Werthe von F„ und F, in die angegebenen Gleichun- 
gen (7), so gehen sie über in Gleichungen von der vorhergehen- 
den Form: 


jr 
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./„ = (I .l^ =0 A., — m A, = 0. 

" /i, ’ » fl, 1 

woraus sich das auharmonische Verhälliiiss: 


( 8 ) 


m 


der beiden Linieiipaare (7) ergiebt. 

Fassen wir die Frage nach dem anliarniunisciien Verliällnissc 
< noch allgemeiner, so kommen wir auf die Aufgabe: 


Gegeben sind die Gleichungen von vier geraden 
Linien, die sich in einem und demselben Punkte 
schneiden, in der Form; 

(U) u,—w,=o u,—/iU,=:n u„-^füi=o, 

das anharmonische Verhällniss des lelzlen Linien- 
paares zu dem ersten zu bestimmen. 


Wir ffdiren die Aufgabe auf die vorhergehende F'rage zu- 
rück, wenn wir mit F„ und die Ausdrücke bezeichnen: 
U„ — Al', — r„, — ftUf = F, , diese beiden Gleichungen 

nach l'i, und U, auflosen und ihre Werthc in die Gleichungen (!)) 
setzen. Denn dadurch nehmen di(i. Gleichungen (9) die Form 
der Gleichungen (7) an, und das gesuchte anharmonische V'cr- 

hältniss - wird, wenn wir die Werthe von l und m berechnen: 

nt 



Das anharmonische Verhältniss wird zu einem harmoni- 
schen Vcrhältniss, wenn es tien Werth — 1 annimmt. In 
diesem Falle werden jene, von einem und demselben Punkte aus- 
gehenden, geraden Linien harmonische Linien paare genannt. 

Es steilen hiernach mit Rücksicht auf das anharmonische 
Verhältniss (8) der Linienpaare (7) die Gleichungen: 


(14 . . r„ =0 F, = 0 F„ — A F, = 0 J'u + ^ F, = Ü 


irgend zwei harmonische länienpaare dar. Oder allgemeiner 
stellen die Gleichungen (9) zwei harmonische Linienpaare dar, 
wenn das anharmouische Verhältniss (10) den Werth annimmt 
— 1, das heisst unter der Redingung: 


y 
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welcher Bedingimgsgleicluing mau auch die Form geben kann: 

[12) .... i (i + ft) (Aj + ft,) + A,fi, = u. 

Die geometrische Bedingung für zwei harmonische Linien- 
paare entnehmen wir aus (6): 

(13) = 0. 

' ' sin (21) sin (3m) 

Um eine Vorstellung zu bekommen von der Lage zweier 
harmonischen Linienpaare, muss man die Bedingungsgleichung (13) 
discutiren. Sie lässt erkennen, dass von zwei harmonischen 
Linienpaaren drei durch einen und denselben Punkt gehende 
Linien beliebig angenommen werden können, dass durch sie aber 
die vierte harmonische Linie bestimmt ist. 

Wir werden nun das Linienpaar 0, 1 als fest betraebten, 
die Linie 2 um den Schnittpunkt der festen Linien drehen und 
die Lage der vierten harmonischen Linie 3 erforschen. 

Von dem harmonischen Linienpaare 2, 3 theilt die eine Linie 
den einen von den festen Linien 0, 1 gebildeten Winkel, die an- 
dere den Nebenwinkel. Im anderen Falle würden die beiden 
Glieder der Gleichung (13) gleiche Vorzeichen haben, und ihre 
Summe könnte nicht 0 sein. Ilalbirt die Linie 2 den von den 
festen geraden Linien gebildeten Winkel, so halbirt die Linie 3 
den Nebenwinkel. Denn unter dieser Voraussetzung wird jedes 
Glied der Gleichung (13) abgesehen vom Vorzeichen gleich der 
Einheit. Drehen wir von dieser Ilalbirungslage aus die Linie 2 
so, dass sie sich der linie 0 nähert, so wird das erste Glied in 
(13) kleiner als die Einheit. Da der absolute Werth des zweiten 
Gliedes auch kleiner werden muss als die Einheit, so ist das ein 
Zeichen , dass auch die Linie 3 sich der Linie O nähert. Im 
Grenzfalle, wenn die Linie 2 mit 0 zusamnienfällt, wird das erste 
Glied verschwinden. Damit auch das zweite Glied verschwinde, 
ist es nothwendig, dass auch die Linie 3 mit der Linie 0 zn- 
sammenfällt. Ebenso wird man erkennen, dass, wenn die Linie 2 
aus der Ilalbirungslage so gedreht wird, dass sie sich der Linie 1 
nähert, sich die Linie 3 derselben Linie 1 nähern muss, und 
dass iin Grenzfalle die drei Linien 1, 2, 3 zusanimenfallen. 

Da durch ein gegebenes Linienpaar das ihm zugeordnete 
harmonische Linienpaar nicht vollständig bestimmt ist, so werden 
zwei gegebene, von demselben Punkte ansgehende, Linienpaare 


. V 
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erforderlich sein, um das zugeordnete harmonische Linienpaar zu 
hestitmnen; was die Auflösung der folgenden Aufgabe bestäti- 
gen wird. 

Dasjenige Linie II paar zu bestimmen, welches har- 
monisch ist zu zwei Paar gegebener geraden Linien, 

w eiche sich in einem und demselben Punkte schneiden. 

■1 

Es seien die Gleichungen der beiden gegebenen Linienpaare : 
V„ — A,, f/, = 0 — A, = 0 

= 0 Uu — ^l^U^ — 0 

und die Gleichungen des gesuchten Linienpaarcs: 

Uq — AI/, = 0 
I/„ — ftI/, = 0. 

Dieses letztere ist harmonisch zu jedem der gegebenen Linien- 
paare unter den aus (12) hergenonnnenen Bedingungen: 

Afi ^ "P p) (^0 f*o) "P ^ 

A^t — i (A -f- ft) (A, + ^l^) -f A, ft, = 0. 

Da in diese Gleicbungen das Produkt Aft und die Summe 
A -p ft der Unbekannten in linearer Weise eingehen, so kann 
man ihre Werthe unzweideutig berechnen. Sie seien Aft => h, 
A -f- ft = o. Alsdann ist bekanntlich: 

— az + b~0 

eine cpiadratische Gleichung, deren Wurzeln die gesuchten Grössen 
A und ft sind. Daraus folgt der Satz: 

(14) ... Es giebt immer nur ein bestimmtes Linien- 
paar, welches harmonisch ist zu zwei gegebenen 
Linienpaareji, die von einem und demselben Punkte 
ausgehen. 

Dieses Linienpaar ist reell oder imaginär, je nachdem die 
Wurzeln der erwähnten ipiadratiscben Gleichung reell oder ima- 
ginär sind. 

Drei Paare Linien, welche von einem und demselben Punkte 
ausgehen, bilden eine Involution, wenn ein viertes Linienpaar 
gefunden werden kann, welches harmonisch ist zu jedem der 
drei Linienpaarc. 

Zwei gegebene Linienpaare, die von einem und demselben 
Punkte ausgehen, bestimmen, wie man gesehen hat, dasjenige 
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Linienpaar, welches liarinonisrh ist zu jcilem der gegebenen 
Linienpaare. Hin drittes, zu dem letzteren harmonisches, Linien- 
paar wird also mit den heiden gegehcneii eine Involution bilden. 
Da aber von diesem dritten Linienpaarc eine Linie beliebig durch 
den gemeinsamen Schnittpunkt aller gelegt werden kann, wodurch 
erst die andere bestimmt ist, so sieht man, dass von drei Linien- 
paaren der Involution fünf durch einen und denselben Punkt 
gehende Linien beliebig gewählt werden können, dass die sechste 
aber durch sie bestimmt ist. 

Zwischen drei Paaren Linien, welche sich in einem und 
demselben PunkU; schneiden, wird daher eine Hedingung.sgleichung 
stattlindcn müssen , wenn die Linienpaare eine Involution bilden. 

Ks sind die Gleichungen von drei Paar Linien ge- 
geben, welche sich in einem und demselben Punkte 
schneiden : 

_ I II ^(1^1 ^ 0 ^1 ^ i ^11 = 0 

J „ t'o f 1 = G ly f*i ^ 1 ^ () f*i> 1^2 = 0 ; 

die Bedingung anzugehen, unter welcher die drei 
Linienpaare eine Involution bilden. 

Bilden die drei Linienpaare (15) eine Involution, so hat man 
nach der Dennition ein Linienpaar: ' 

=0 

I II ' 1 1 — 5, 

welches zu jedem derselben harmonisch ist: was ziitrilTlt unter 
den aus (12) hergenommenen Bedingungen: 

A fl — ^ (A -1- ft) (A„ -f fi„) -f- A,| fi|| = 0 

i (^ + P) (^t + f*i) + /i f*i = 0 

Afi — (A -j- ft) (Aj -|- ftj) -j- Ajftj = 0. 

Eliminirt man aus diesen Gleichungen Aft und A -|- ft, 

welche linear darin Vorkommen, so erhält man die gesuchte Be- 
dingungsgleichung, der man leicht folgende Form geben kann: 

(IG) (Ay (Ij — P?) (^2 Po) *i" (Po ^i) (Pi ^ 2 ) (Pz 

Da von den drei Linienpaaren der Involution fünf durch 
denselben Punkt gehende Linien beliebig gewählt werden können, 
wodurch die sechste erst bestimmt ist, so können wir im Spe- 
ciellen annehmen, dass das erste Linienpaar in eine Linie zu- 
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H2 

saiiiiiieiirAlll und «hiss das Iclzle Linieiipaar wieder in eine Linie 
zusaminenrällt. Alsdann IdeiM das initiiere Linienpaar übrig und 
die genannten beiden Linien, von welchen jede zwei Linien in 
sich aufgenoniinen bat. Wir wollen die Lage dieser beiden 
Idnienpaare näher besliinmen. 

Wenn wir die drei Linieiipaai'e (15) ini Auge haben, so 
drücken wir jene Specialilät analylisch aus, indem wir setzen 
= Pii = A und A.j = fi.j p. Ladurch geht aber die Glei- 
chung (16) über in (12). I»ic geonietrischc Redeutung dieses 
Ueberganges drückt der Salz ans: 

(17) . . . Wenn von drei Linienpaaren der Involution 
das eine Linienpaar mit einer Linie, ein zweites 
Linienpaar mit einer zweiten Linie zusainmcnrallcn, 
so ist das dritte Linienpaar iler Involution harmonisch 
zu den beiden Linien. 

Es stellen sieb hiernacb die drei Linienpaarc einer Involution 
als ein allgemeinerer Fall der harmonischen Linienpaare dar, 
indem von dem einen l’aare der letzteren .sich jede Linie in ein 
Linienpaar zerspaltet. 

Jede drei Paare IJnien, welche von einem und demselben 
Punkte ansgelien, lassen sich analytisch auch so darstellen: 

= 0 — /, = 0 — Ij.l, = 0 

= 0 J„ — ?H| .4, = O = 0. 

Die Gleichungen = U und ./, = 0 des ersten Liuien- 
paares, welches wir bezeichnen wollen mit und 7f„, sind in 
der Nornudforin gegeben, die Gleicbnngen des zweiten Linien- 
paares J, und /y, und des drillen Linienpaares .Ij und ßj haben 
diese Form nicht. Wenn wir nun in (16) setzen A„ = 0 unil 
fij = oo und zugleich für die linchslaben A und fi die Buch- 
staben / und »I setzen, so erbalten wir die Bedingung, dass diese 
drei Linienpaare eine Involution bilden: 

(18) /, Hl, — = 0. 

Setzen wir in diese Bedingungsgleichnng für die vier Grössen 
/ und Hl ihre Werihe nach (4), so erhalten wir die gesuchte 
geometrische Bedingung für drei Linienpaare ./„ ß„, -■/, /y, , B., 

der Involnlion: - . 
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(19) . . 


sin (A, A„) sin (B, A„) 
sin(^,//o) sin{B,B„) 


sin (A^A„) aiaJ^jA^ 

sin (AiBg) sin {BjBq) 


Aus dieser Gleicluing, welclie man als Definition dreier, eine 
Involution bildenden, Linienpaare nehmen kann, gehen noch zwei 
andere Gleichungen hervor, die man erhält, wenn man das 
Linienpaar mit dem Linienpaare oder mit A 2 B.^ ver- 

tauscht. Da alle drei Gleichungen nichts anderes sind, als ver- 
schiedene Formen für eine und dieselbe Bedingung, so muss sich 
jede derselben auch direct aus jeder anderen ahleilen lassen. 

Wir sind bei der Herleitung der Gleichung (19), der Be- 
dingungsgleichung der Involution, von einer besonderen Form der 
Gleichungen der drei Linienpaare ausgegangen. Auf diese he- 
.sondere Form kann man aber die allgemeinen Gleichungen (15) 
von drei Linienpaaren, die in einem Punkte zusammenlaufen, zu- 
rückführen, wenn man setzt: Vq = ^0 

woraus folgt: 


ßo — h l*'o " »"l ßo — ^« l»'o V, 'f 

Setzt man diese Werthe von und Fj in die Gleichungen 
(15), um sie aid' die genannten speciellen Formen zurückzuführen, 
so findet man: 


t ^i) ypCtp ßi) t yn(lp t**! 

' *'i 0 »o— i|)’ ‘ t»i)’ ' 12)’ ^ Vi^ßo—ßsY 

und wenn man diese Werthe in (18) einsetzt, erhrdt man die 
Gleichung: 


(20) ... (ly Ij) (1„ ftj) (fl,| — Ij) ißl) ^ 2 ) 

(1(1 I 2 ) (1|) ß'i) (f*(i li) (ßi> f*i) — 0, 

die Bedingimgsgleichung für die Involution von drei Linienpaaren 
(15) in einer von der Gleichung (16) ganz verschiedenen Form. 

Um auf andere Formen für dieselbe Bedingung der Invo- 
lution zu kommen, gehen wir auf die ursprüngliche Definition 
der Involution von drei Linienpaaren zurück. 

,(lNach derselben stellen die drei Gleichungenpaare: 

Vo — Kyi =0 =0 =0 

1 (i + 1« J'i = 0 F„ + 1, = 0 F„ + A., F, = 0 

irgend drei Linienpaare der Involution dar, und F), = 0 , F, = 0 
dasjenige Linienpaar, wejehes harmonisch ist zu jedem der drei 
Paare. 

Hesse, Analyt. <>e«tmetr. d. Ebene. I. 


3 



34 


Drille Vorlesung. 


Man kann die Gleichungen von drei Idnienpaaren der Invo- 
lution immer auf diese Form ziirückffihron, jedoch nicht ohne 
eine i|iiadratische Gleichung, zu lösen. Denn es verlangt die Zu- 
rückfrihrung die Kenntniss des Linienpaares, welches harmonisch 
ist zu zwei von den drei Linienpaaren der Involution, und dieses 
Linienpaar wird, wie wir gesehen haben, durch Aullüsimg einer 
ipiadratischen Gleichung bestimmt. 

An Stelle der zwei Symbole V„, F, , durch welche, jene 
sechs Gleichungen ausgedrückt sind,' wfdden wir drei Symbole 
[/fi, U,, U^, welche wir durch die Gleichungen deflniren ; 











.Alsdann hat man die identische Gleichung: 


U„ + + U2 -= « 

und jene' sechs Gleichungen gehen, wenn man symmelrisch die 
zwei Symbole durch die drei Symbole ersetzt, fd»er in; 

U„ = 0 U^— 0 U.J — o 

^ = 0 = 0 ^ = ü 

fl, fl, jtj fi„ fi„ II, 

indem p, fi., die Ausdrücke bezeichnen: 


^1 — 

+ Aj 


= (*„ 



^0 ^1 

^0 + ^1 




Da die drei Grössen p eben so willkürlich sind als die drei 
Grössen A, aus welcheu sie zusammengesetzt sind, so werden die 
transformirten sechs Gleichungen mit den willkürlichen Factoren p 
— unter Voraussetzung der identischen Gleichung, welche aus- 
drückl, dass die drei geraden Linien I/,, = 0, I/, = 0, U^ = (i 
durch einen und denselben Punkt gehen, unter welcher Voraus- 
setzung auch die anderen drei geraden Linien durch denselben 
Punkt gehen — irgend drei Linienpaare der Involution dar- 
stcllen. 

Wenn wir endlich für die (Jleichungen der geraden Linien 
{/„ = 0 P, = 0 Z7j = 0 ihre Normalformen einführen, indem 
wir setzen: so gehl die iden- 

tische Gleichung über in: 


d« 

Pn 


+ 


dl 

Pi 



Digitized by Google 



Iliimionisclic Linien. Linien der Involution. 


35 


und die transrormirten (Ilcichiiiigen der drei Linienpaare der 
Inroluliun nelimen die Gestalt au: 


^0 = 0 
A, 


A^=0 




^ =0 

f*iei 

Bezeichnen wir 


Q 

f^o9o 


A„ B, 


A^ /?) , A.j 


_ -P _ ^ 1 Q 

<*101 

nun die drei Linienpaare respective mit 
und erinnern uns nach (4) der «;ennielri- 
sclien Bedeutung der Grössen: 

<*J 0_I _ i) tfjQi _ »in (B^ A,) _ »in (/< , A„) 

<*f02 <*0 00 3in(A,^„)’ /i,pj Sin (B^A,)’ 

SO erhalten wir durch Multiplicalion dieser drei Gleichungen: 


( 21 ) 


j nin (B„A,) . sin (B,Af) .sin(BfA„) 

aiii (BgAj) . sin (Ä, A„) . sin (BgA,)' 


Es ist dieses wieder die geometrische Bedingungsgleichnng 
l'nr drei Linienpaare A„ B^,, A^ i;„ A.^ B^ der Involution, welche 
man chcnfalls als Definition derselben aufstellen kann. Sie muss 
sich daher auch direct aus der Gleichung (19) ableiten lassen. 

Wir erwähnen noch dreier Gleichungen, welche man aus 
der Gleichung (21) erhält, wenn man in derselben A„ mit B„ 
oder A^ mit oder A., mit B.^ vertauscht. Da jede von diesen 
drei Gleichungen als Definition der drei Linienpaare einer Invo- 
lution genommen werden kann, so muss sich auch jede derselben 
aus der Gleicbung (18) direct ableiten lassen. 

Dureb zwei gegebene I’aare von demselben Punkte ans- 
gebender Linien ist das Linienpaar nicht bestimmt, welches mit 
den gegebenen eine Involution bildet. Es bedarf dazu noch 
zweier gegebenen Linienpaare, wie die Auflösung der folgenden 
Aufgabe beweiset. 

Dasjenige l.inienpaar zu bestimmen, welches eine 
Involution bildet mit zwei gegehenen Linienpaaren 
und zugleich eine Involution mit zwei anderen ge- 
gebenen Linienpaaren, welche alle von demselben 
Punkte ausgeben. 

Die Bedingung, dass die drei Linienpaare (15) eine Invo- 
lution bilden, fct die Gleichung (Iß), welche durch Entwickelung 
die Form erhall : 

^«<*0 — + <* ii ) ^ + U = 

indem die Goeflicienten 1' und (J allein von den beiden letzten 

3* 
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Linienpaaren abliängen, die wir als gegeben lietracbten wollen. 
Soll nun das erste Linienpaar (15) nocli mit zwei anderen ge- 
gebenen Linietipaaren eine Involution bilden, so babeii die 
Grössen und + ^l^, einer zweiten linearen üediiigungs- 
gleiebung zu genügen. Wenn inan mm dureb Auflösung der bei- 
den linearen Gleichungen erlifilt: 

Aflfto = b und = a 

so ist; 


=* — «2 + 0 = 0 


die quadratische Gleichung, deren Wurzeln und fi„ sind. Wir 
können daher sagen: 


(22) ... Es giebt immer nur ein bestimmtes Linien- 
paar, welches eine Involution bildet mit. zw ei ge- 
geheticn Linienpaaren und zugleich mit zwei anderen 
gegebenen Linienpaaren, wenn alle Linien von einem 
und demselben Punkte ausgehen- 


In diesem Theile der Vorlesung haben wir vorzugsweise die 
Bedingmigi ‘11 disciitirt für zwei linrmonische Linienpaare mul für 
drei Linienpaarc, welche eine Involution bilden. Eine klare An- 
schauung solcher Linienpaare wurde damit nicht erreicht. Wir 
werden deshalb in dem zweiten Theile der Vorlesung solche 
Sätze entwickeln, welche lehren, harmonische Linienpaare und 
Linienjiaare der Involution linear zu constniiren, das heisst 
durch blosses Ziehen von geraden Linien. 


Die vorgetragenen Principien reichen aus, um die in dem 
zweiten Theile der vorhergehenden Vorlesung gegebenen Sätze 
weiter anszudebnen. 

Wir betrachten zti diesem Zwecke wieder ein beliebiges 
Dreieck, dessen Seiten 0 12 durch ihre Gleichimgen in der 
Normalform gegeben sein sollen: 

= 0 = 0 ^2 = 0 . 

V 

Ein beliebiger Punkt P — er liege der Einfachlieit wegen 
in dem Dreiecke, in welchem auch der (üiordinaleiianfaiigspunkt 
liegen soll — sei durch seine .senkrechten Abstände «„ «, «, von 
den Seiten des Dreiecks gegeben. 
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Alsdann sind: 



die Gleiclinngen von drei geraden Linien, welche sännnliieh durcli 
den Punkl P gehen. Denn die Coordinalen dieses Punktes ge- 
lingen jeder dieser Gleichnngen, weil die Aiisdröcke A^ A.^ 
durch Einsetzen der Coordinalen des Punktes P ilic Wertlie an- 
nchmen — n„ — n, — a.^. Nach der Ziisaiinncnsctziing ihrer 
Gleichungen geiicn die, durch die letzten drei Gleichungen reprä- 
sentirlen, geraden Linien einzeln durch die Ecken des Dreiecks. 

. Da die drei Ecken des Dreiecks, gleich wie der Punkt P, 
heliebig gewählt werden können, so ist es erlaubt zu sagen, dass 
die angegehenon sechs Gleichungen die drei Linienjiaare analy- 
tisch dai-stellen, von welchen Jedes durch irgend vier gegebene 
Punkte hindnrehgeht. AVenn wir die drei letzten geraden Linien 
bezeichnen respective mit B^, so sind cs die Liuicnpanre 

A„ B„, Al Bl, A^ ^ 2 > "ciche wir ini Auge haben. 

Entnehmen wir aus (4) die geometrische Bedeutung von 

rt, siii {BoAJj ö, sin sin (BfAo) 

Ol sin ’ «„ sin (A, ’ «, sin (Aj.,4,) 

aus den drei letzten Gleichungen und multipliciren die eben 
gegebenen Gleichimgen, so erhalten .wir gerade die Gleichung (21). 

Das will sagen, dass drei Linienpaare, welche irgend welche 
vier Punkte paarweise verbinden, AVinkcl mit einander bilden,' wie 
die Bedingung der Involution es verlangt. Man hat daher den Salz; 

Wenn man von einem beliebigen Punkte drei 
Linienpaare zieht, welche parallel sind dreien Linien- 
paaren, die irgend vier Punkte paarweise verbinden, 
so bilden die drei gezogenen Linienpaare eine Invo- 
lution. 

* 

Hiernach kann man, wenn von drei Linlenpaaren der Invo- 
lution A'* B'\ A^ A* die fünf ersten gegeben sind, die 

sechste Linie A* der Involution in folgender Art construiren. 

Man consti'uire ein Dreieck, dessen Grundlinie A^ parallel 
ist der gegebenen Linie A"^ und dessen beide andere Seiten 
An parallel sind den gegebenen Linien A‘\ A". Durch den 
einen Endpunkl der Grundlinie ziehe man eine Linie Ay parallel 
.1' und durch den andeien Endj)unkl der Grundlinie eine zweite 
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I.iiiie y?| piiiiillel />’*. .\lsilaim sind iiml A^ ß, die gegen- 

überliegenden Seiten eines Vierecks, dessen eine lliagoiiale 
ist. (ionstruirt man <lie andere Diagonale ß.^, .so giebt diese die 
Riclilung an für die zu construirende Linie /?*. 

Wir legen auf diese Construction keinen Wertli, weil sie 
nielil linear genannt werden kann. Denn |)urallele Linien kann 
man nicht construiren, <dine den Kreis zu Hülfe zu nelimcn. Die 
lineare (ionstruction der sechsten Linie der Involution behalten 
wir uns vor auf das Knde der Vorlesung. — 

Kehren wir zu unserer Figur zurück, so sehen wir, dass in 
jeder Ecke des betrachteten Dreiecks drei von den sechs geraden 
Linien sich schneiden, deren Gleichungen wir aufgestellt haben. 
Die Gleichungen der vierten harmonischen Linien sind: 

I Q I ^0 Q A(i I Ay Q 

rti a, <Li J a„ iXf, a, 

Durch Gombinalion der linken Theile der sechs letzten 
Gleichungen erhält mau identische Gleichungen von der Art: 

_ / a , + -A') + _ dl') = 0. 

Diese identische Gleichung beweiset den Satz: 


Wenn mau von einem beliebigen l’uukte nach den 
Ecken eines Dreiecks drei gerade Linien zieht und in 
zwei Ecken <lie vierten harniouischen Linien con- 
struirt, so schneiden sich dieselben in eineiii l'unkte, 
<lurch welchen auch die durch den beliebigen Duiikt 
und die dritte Ecke des Dreiecks gelegte gerade 
Lii^ie geht. 


Die geometrische Deutung der folgenden vier Gleichungen: 


n ^ ^ dl 


I Ay , Ay __ 

«i> «I «« 

ds. dl ^ dl () 

/If 

da J. di dl O 

a„ iiy aj 

in der Weise wie in der vorhergehenden V'orlesung, wo 
= flj = rtj = 1 war, führt auf die beiden Sätze: 
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Wenn man von irgend einem Punkte nach den 
Ecken eines Dreiecks drei gerade Linien zieht und in 
jeder Ecke die vierte liarmonische Linie construirt, 
so sclineiden die letzteren die gegenüberliegenden 
Seiten des Dreiecks in drei Punkten, die auf einer 
und derselben geraden Linie liegen. 

Wenn mau von irgend einem Punkte nach den 
Ecken eines Dreiecks drei gerade Linien zieht, und 
in einer Ecke die vierte harmonische Linie construirt, 
so schneidet letztere die gegenüberliegende Seite 
des Dreiecks in einem Punkte. Dieser Punkt und die 
beiden Punkte, in welchen die von dem beliebigen 
Punkte nach den beiden anderen Ecken des Dreiecks 
gezogenen geraden Linien die gegenüberliegenden 
Seiten des Dreiecks schneiden, liegen auf einer und 
derselben geraden Linie. 

Diesen letztem Satz, der zugleich lehrt, zu drei von einem 
Punkte ausgehenden geraden Linien die vierte harmonische Linie 
linear zu conslruiren, wollen wir noch besonders durch eine 
Figur erläutern; 

Fip. 6. 


t 



.Man erblickt in der Figur das von den drei geraden Linien 
0, 1, 2 gebildete Dreieck. Die von dem beliebigen I’unkte P 
nach den Ecken des Dreiecks gezogenen Linien sind analog ibren 
(ileichungen bezeichnet mit 1 — 2, 2 — 0, 0 — 1, indem die 
Zahlen die Symbole vertreten. Die von der einen Ecke des 
Dreiecks gezogene vierte barmonische Linie ist symbolisch be- 
zeichnet mit 1 2. Da nun das Symbol — 0 -p 1 -f 2 der 


r 
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punktirlen geraden Linie aus den Symbolenpaaren 0, 1 + 2 oder 
2, 0 — 1 oder 1, 2 — 0 zusammengeselzl ist, so erkennt man 
darin den lieweis, dass tlic punktirte gerade Linie durch die 
ScbniUpunklc der den Synibolenpaaren enLsprechenden Linien- 
paare geht." 

Auf diesen Satz gestützt werden wir nun die Aufgabe lösen; 

Wenn von zwei barinoniscben Linienpaareu drei 
Linien gegeben sind, die vierte liarnionisclie Linie zu 
conslruiren. 

Die drei gegebenen geraden Linien seien in der Figur die 
Linien 1,2, 1 — 2. Die beiden ersten sollen das erste gegebene 
Linienpaar darstellcn. Von dem zweiten IJnienpaare sei die 
eine 1—2 gegeben, die ihr zugebörige liarinonische Linie 1 -f- 2 
soll construirt werden. 

Wir ziehen zu diesem Zwecke irgend eine gerade IJnie 0. 
Die Schnittpunkte derselben mit den gegebenen Linien 1 und 2 
verbinden wir mit einem beliebig auf der gegebenen Linie 1 — 2 
angenommenen Funkte durch die geraden Linien 0 — 1, 2 — 0. 
Diese schneiden die gegebenen Linien 1 und 2 respective in zwei 
Funkten, durch welche wir wieder eine gerade Linie geben las- 
sen. Wenn wh- den Schnittpunkt dieser geraden Linie und der 
geraden Linie 0 verbinden durch eine gerade Linie 1 -f- 2 mit 
dem Schnittpunkte der gegebenen Linien 1 und 2, so wird die 
genannte gerade Liide 1 -j- 2 die gesuchte vierte harmonische 
Linie sein. 

Die sechs Schnittpunkte von irgend vier gegebenen geraden 
Linien 0 1 2 paaren sich drei mal in der Weise, dass durch 
jedes der drei Faare (0.3) (12), (13) (20), (2.3) (01) alle vier 
gegebenen Linien gehen. Die durch ihre Gleichungen: 

üo = 0 ü^ — 0 U^ = 0 üs = 0 

gegebenen geraden Linien ü 1 2 .3 werden wir nun in Verbin- 
dung bringen mit einem beliebigen Funkle P, wie vorhin die 
Seilen eines Dreiecks mit eineüi belit^big gegebenen Funkte. 

Uezeichnen «g, », . . . die Wertbe, welche die Ausdrücke 
üg, ü^ . , . annehmen, wenn man in letzteren für die laufenden 
Coordinaten die Goordinaten des gegebenen Funktes P setzt, so sind ; 
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-^ = 0 

£l 

0 

II 

1 



= 0 

«tl 

“3 

“1 

«3 

«t 

«3 





-^ = 0 



= 0 

«1 

«» 

’h 

»0 

"0 

«1 



die Gleidiuiigeii der drei vom Punkte P ausgehenden Linietipaare, 
welche nach den drei Schnillpunkleiiiiaaren der gegehenen vier 
Linien gezogen sind. Selzen wir, uni die di’d ersten Gleichtiti- 
gen durch Multiplicalion mit den Facloren 
die Norinairorin zurfickzurühreii, 

Pp __ -^(1 P I ^ __ ■^1 Pf P± 

“0 “s eoi»o’ «I «1 ' Pit»i’ "1 «I 

und drücken jene drei Gleichtingenpaare durch die Symbole A 
aus, so erhallen wir: 

A„=0 A,=0 A.,=0 

Q Q ^ '*^1 . Q 

U| Pi Mo0o f*oPo 

welches gerade dieselben Gleichungen sind, aus welchen die 
Gleichung (21), die Itedingtuigsgleiciumg rür die Involuliou von 
drei Liidenpaareti, liervorgiiig. Es beweiset dieses den Salz: 

Wenn man von einem beliebigen Punkte nach den 
drei Schnitlpunklepaaren von irgend vier geraden 
Linien drei Linienpaare zielil, so bilden die drei 
Liiiienpaare eine Involution. 

Dieser Satz ist wichtig, weil er lehrt die Aufgabe lösen: 

Wenn von drei von einem und demselben Punkte 
ausgehenden Linienpaaren der Involution fünf Linien 
gegeben sind, die sechste Linie linear zu conslruiren. 

Sind von den, vom Punkte P ausgehenden, drei Linienpaaren 
Ap ß^, A^ ßp A.j ß., der Involution die fünf ersten Linien gegehen, 
so conslruiren wir die sechste Linie ß., der Involution, indem 
wir irgend eine gerade Linie 1 ziehen. 

Jeden von den Schnitlpuukleu dieser Linie 1 mit den bei- 
den Linien und , n.ämlich die Schniltpunkle (Iß«) und 
verbiudeii wir durch eine gerade Linie mit einem behellig 
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auf der Liuie augeiionimencii l'uiikle. üiese geraden Linien 
seien respeclive 2 und 3. Verbinden wir alsdann die Scliuitt- 
innikle (2ßj) und (S^)) durch eine gerade Linie 0, so schneiden 

sich die gerathin Linien 0 und 1 in 
einem Punkte der gesuchten Linie, 
den inan nur mit dem Punkte P 
durch eine gerade Linie zu verbin- 
den braucht, um die gesuchte seclislc 
F.inie B.^ der Involution zu erlialteu. 

Wir specialisiren den Satz, aus 
welchem wir diese Construction ge- 
schöpft haben, wenn wir den bo 
liebig angenommenen Punkt P ver- 
legen in den Schnittiuinkt der Dia- 
gonalen lies Vierecks, dessen gegen- 
fiberliegende Seiten sind 0, 1 und 2, 3. ln dieser Voraussetzung 
fallen die Linien mit By^ und A^ mit B^ zusammen und bil- 
den nur ein Linienpaar, welches nach einem bereits angegebenen 
Satze harmonisch ist zu dem übrigbleibenden dritten Lmienpaare 



-^2 B'i- 


Dieses drücken wir kürzer so, aus: 


Wenn man den Schnittpunkt der Diagonalen eines 
Vierecks durch ein Linienpaar verbindet mit den bei- 
den Schnittpunkten der gegenüberliegenden Seiten 
des Vierecks, so ist dieses Linienpaar barmonisch zu 
dem Diagonalenpaar. 


Dieser Satz ist im Grunde nur ein anderer Ausdruck für den 
Satz, aus welcbem die Construction der vierten harmonischen 
lAiae abgeleitet wui'de. 

Kehren wir jedoch wieder zu unserer Figur zurück, deren 
analytische Ausdrücke wir vorausgeschickt haben, so seben wir, 
dass in jedem der sechs Schnittpunkte der vier geraden Linien 
0 12 3, von welchen wir ausgingen, drei Linien zusamnien- 
stossen. Die sechs vierten harmonischen Linien zu diesen paa- 
ren sich wie die sechs Schnittpunkte und ihre Gleichungcnpaare 
sind : 


- + 


+ 




:0 
I 0 




+ 

II, u„ 


H, 


I 


«n 




^0 


+ = 

«3 

«1 
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Bemrrk«>n wir nun, dass aus jedem dieser Gleicbiingeiipaarc 
durch Addition die Gleichung: 

ttf U, «4 «3 

derselhen geraden Linie etilslelit, so Italien wir nach (13) der 
zweiten Vorlesung durch diese üeuierkuug den Satz bewiesen: 

Wenn man von einem beliebigen Punkte nach den 
drei Schnittininktepaaren von vier geraden Linien 
drei Linienpaare zieht, in jedem der sechs Schnitt- 
punkte der vier geraden Linien die vierte iiarnionisclie 
Linie construirt, so schneiden sich die constriiirten 
sechs Linien paarweise in drei Punkten, die auf einer 
und derselben geraden Linie liegen. 


Vierte Vorlestmg. 
Der Punkt. 


Zwei in lUicksicht au! die variabelii Coordinaten x, y lineare 
Gleichungen: 

ü„—0 Ui—0 

stellen, wie wir gesehen haben, einen Punkt dar, den Schnitt- 
punkt der geraden Linien , welche jene Gleichungen einzeln ana- 
lytisch ausdrücken. Mil dem Punkte sind aber umgekehrt die 
ihn beslimnietiden Gleichungeti nicht gegeben. Es können viel- 
mehr irgend zwei aus der Schaar Gleichungen: 

— lv^=0 

mit dem willkürlichen Factor A an Stelle der beiden ersten Glei- 
chungen gewählt werilen. 

Diese Unbesümmllieit in der Wahl verschwindet, wenti man 
sich den Pnnkl nicht durch den Schnitt zweier geraden Linien 
bestimmt denkt, .sondern aller geraden Linien, welche durch ihn 
geheti. .Mil dieser Art der llestimmung eines Punktes werden 
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«ir (len Vortlieil verlnmleii, dass wir den Punkt durch eine ein- 
zige Gleichung anidj lisch darstellen, wrdirend zwei solcher Glei- 
chungen eine gerade Linie ausdrücken. 

Wie die Lage eiin-s Punktes in der Ebene durch zwei 
Grössen, seine Coordinaten, unzweideutig bcslimnit ist, so kann 
inan auch die Lage einer beliebigen geraden Linie diu’ch zwei 
Grössen ausdrücken. Ist nämlich die Gleichung irgend einer ge- 
raden Linie: 

f ' 

(1) Wy + 1 = 0 '‘vi.v» 

gegeben, auf welche Form sich die Gleichung jeder geraden 
Linie zurücklühren lässt, so sieht man, dass die Lage dieser 
Linie allein ahhängt von den Werlhen der beiden Gonslauten 
M und V, welche linear in die Gleichung eingehen. 

Weil diese Constanten die Lage der geraden Linie unzwei- 
deutig bestimmen, und umgekehrt die Lage der geraden Linie die 
Constanten unzweideutig bestimmt, werden wir sie die Coordina- 
ten der geraden Linie nennen oder Linie ncoordinaten zum 
Unterschiede von den, einen Punkt bestimmenden, Punklcoor- 
d in a teil. Sie drücken analytisch die negativen reciproken Ah- 
schuilte aus, welche die gerade Linie auf den t^oordinatenaxen 
macht. 

Wenn die varialieln Coordinaten «, v irgend einer geraden 
Linie die Werthe annehmen: 

M = a V = A, 

so liegt eine bestimmte gerade JAnie vor. Diese, die gerade 
Linie bestimmenden, Gleicbungen sind die Gleichungen der 

geraden Linie in Liniencoordinaten und — — und — ! 

die Abschnitte, welche die gerade Linie auf den Coordinatenaxen 
macht. 

Nehmen wir aber nur die erste von den angegebenen Glei- 
chungen und fragen, welche Eigenschaften alle geraden Linien 
haben, deren Coordinaten «, p jener Gleichung genügen, so zeigt 
es sich, (lass diese Linien durch denjenigen Punkt der a-Axe 

gehen, welcher von dem Coordinaten-Anfangspunkt um — ab- 
steht, und dass auch die Coordinaten jeder geraden Linie, welche 
durch den genannten Punkt geht, jener Gleichung genügen. Des- 
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lialli nennen wir jene Gleiclinng die Gleicliung: des bezcicbneten 
l*nnktcs der a:Axe. 

iliernach stellt jede der angegebenen Gl6icliungen für sich 
einen Punkt respective der a;Axe_oder der yAxe dar, und beide 
Gleicliungeu die gerade Linie, welche die genannten Punkte ver- 
bindet. 

Jede von den angegebenen Gleicbtingen ist linear, aber von 
specieller Form, denn die allgemeinste lineare Gleichung zwischen- 
den Liniencoordinaten ist: 

(2) Au Bv + C = 0. 

Es erhebt sich nun die Frage nach der gi‘omelriscben lle- 
deutung dieser Gleichung, das heisst, die Frage nach den Eigen- 
schaften aller geraden Linien (1), dertm Goordinaten «, v der 
Gleichung (2) genügen. 

Pie analoge Frage nach den Eigenschaften der Punkte, deren 
Goordinaten einer gegebenen linearen Bedingungsgleichung ge- 
nügen, haben wir bereits in der ersten Vorlesnng in Anregung 
gebracht und sie in der zweiten Vorlesung dahin beantwortet, 
<lass die Punkte sännnilich auf einer geraden Linie liegen. Wir 
nannten dort die lineari' Bedingungsgleichung die Gleichung der 
geraden Linie. 

Es wird sich zeigen, dass alle geraden Linien, deren (Koor- 
dinaten der (ileichung (2) genügen, durch einen bestimmten Punkt 
gehen. Wenn nun im ersten Falle die gegebene, in Punktcoor- 
dinateii lineare, Gleichung die (ileichting der geraden Linie ge- 
nannt wurde, so verlangt die Analogie in dem vorliegenden Falle, 
dass man dii- gegebene, in Liniencoordinaten lineare, Gleichung 
(2) die Gleichung des Punktes nenne, durch welchen alle 
jene geraden Linien (1) gehen. 

Um nachzuweisen, was wir eben vorausgesetzt haben, be- 
merken wir, dass in der Beilingimgsgleichiing (2) die läniencoor- 
dinate n alle möglichen Werthe annehmen kann, dass aber der 
Werth von v durch sie bestimmt ist. Setzt man daher den Werth 
von r aus (2) in dfe Gleichung (1), so erhrdt man die Gleichung 
aller gera<len Linien (1), deien Goordinaten der Gleichung (2) 
genügen in der Form; 

3) (Bx~ Ay) II -P (7i ~ Cy) = 0 


% 
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mit der Millkürlichen Constante u. Diese Gleicluing ist aber zn- 
.saininengeselzl aus den Gleichungen der beiden geraden Linien: 


Bx — Ay = 0 B — Cy = 0. 


Die geraden Linien (3) gehen- also durch den Schnittpunkt <)er 
genannten geraden Linien, dessen Coordinaten sind: 


( 4 ) 


X 


A n 

C ^ C‘ 


Wenn umgekehrt eine gerade Linie (1) durch diesen Schnitt- 
punkt geht, so genügen <lie Coordinaten der geraden Linie der 
Gleichung (2), weil dii^ Coordinaten (4) des Schnittpunkles in die 
Gleichung (1) gesetzt die Gleicluing (1) in (2) ühergelien machen. 
Wir fassen dieses kurz zusammen in den Worten: 


Die Gleichung eines Punktes ist eine lineare Glei- 
chung zwischen den variahein I,iniencoordinaten. 
Die Coordinaten aller geraden Linien, welche durch 
den Punkt gehen, genügen der Gleichung, und wenn 
die Coordinaten einer geraden Linie der linearen 
Gleichung genügen, so geht die gerade Linie durch 
den Punkt. 


Bemerken wir nun, dass die Gleichung (2) die Gleichung 
desjenigen Punktes ist, dessen Coordinaten in (4) ausgedrückl 
sind, so ergieht .sich hieraus eine Regel zur Bestimmung der 
Coordinaten eines durch sdne Gleichung gegidienen Punktes, wie 
für die Bihiung der Punktgleichnng, wenn die Coordinaten des 
Punktes gegeben sind. Denn bringt man die gegebene Punkt- 
gleichung (2) durch Multiplication mit einem conslanten Factor 
auf die Form, in welcher das ganz constante Glied gleich der 
Einheit ist, so sind die CoefTicienten von u und v in der (ileichnng 
die Coordinaten des Punktes. Multiplicirt man dagegen die ge- 
gebenen Coordinaten eines Punktes respective mit u mul v und 
si‘tzt die Summe der Produkte zur Einheit addirt gleich 0, so hat 
man die Gleichung des Punktes. 

Wenn man die l.iniencoordinaten aus zwei Punktglidchungen 
berechnet, so erhält man die Coordinaten ' derjenigen geraden 
Linie, welche die beiden Punkte mit einandiu' verbindet. Zwei 
Pnnkigleichnngeii sind demnach die Gleichungen e.iner ge- 
raden Linie in Linienrnordinaten, wie zwei IJniengleichnngen 
in Punktcoordinaten die Gleichnngen eines Punktes sind. 
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Wir iint»‘rsrl)fi(iri» (Hr allftemeiiin Form (2) (Irr Glri- 
r.liuii^' riiKis Piiiiktt's von (Irr Normairuriii (Irr Giri- 
clinng (Irs l'iinkt((s; 

(5) UM + fcr + 1 = 0, 

in wriclirr Irlztrrrii Form dir (^oordinaGm dr.s !*iinktrs sich im- 
miUrlbnr als dii* Gorriidriitrn der Lini(mroordinatrn darstrll(‘n. 
Mil (Irr ISormaH'orm der l’nnktgl(‘iclinng lässt sich in virlrn 
Fällen geschickler operirrn als mit der allgemeinen Form, wie 
Zinn F{ei.s|)i(‘l bei Auriüsnng d(‘r Aufgabe: 

• 

Wenn die Cu ordinalen V, V (-in er geraden Linie 
lind die Gleichung eines Punktes in diM' Normalforiii 
(5) gegehen sind, den senkrechten .Abstand des Punk- 
tes von der geraden l.inie zu bestimmen. 

Wenn (5) die gegebene Gleichung des Punktes ist, so sind 
« und h die Cnordiiiaten des Punktes' und: 

+ ''JL+l = 0 
+ r») 

di(* Gleichung der gegehenen geraden Linie in der Normalform. 
Nach der Hegel ((5) der zweiten Vorlesung wird also der gesuchte 
senkrechte Abstand sein: 

f/a -F rh -p 1 

r») ■ 

Vergleidit man diesmi Ansdruck mit (.')), so ergiehl sich 
daraus folgende Hegel: 

(G) . . . Wenn man den linken Theil einer in der Nor- 
malform gegelienen GliGchung eines Punktes durch 
|/(«'^ -f- (>■) dividirl, so drfickl der (JnolienI den siMik- 
ri'chliMi Ahstand des Punktes aus von der durch ihre 
Coordinaten «, v gegehenen geraden Linie. 

Znm J^weckc der Darstellung mehrerer Punkte werden wir 
die Symhole U und A lirauchen Ihr die Ausdrücke: 


(7) U — Au + liv + ü 

(8) A — au -f hv -I- 1 


und mit l/,, f/, ... und A„ A, ... diesclhen Ausdrücke als U 
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lind jedoch mit veränderlen Werllien der Goefficienten be- 
zeidmeii. 

Auf diese Weise drücken die Gleichungen in der allgemeinen 
Form ; 

Uo = 0 Ut = 0 

oder in der Normalform: 

= 0 A^ = 0 

irgend ein System von beliebig vielen Punkten aus. 

Haben wir nur zwei durch ihre Gleichungen in der Normal- 
form gegebene Punkte: 

(9) A = 0 Al = 0. 

so werden die senkrechten Abstände derselben von einer durch 
ihre Goordinaten u, v gegebenen geraden Linie l ausgedrückt durch: 
A Al 

y («* + 0*) V («’ + e*) ■ 

Hie Bedingung, dass diese Abstände einander gleich seien: 

llO) A — Al — 0 

verlangt, dass die gerade Linie l parallel gebe mit der Verbin- 
dungslinie der gegebenen Punkte, dass sie letztere in dem Punkte 
schneide, der im Unendlichen liegt. Die (Jieicbung selbst stellt 
aber einen Punkt dar, durch welchen alle jene mit der Verbin- 
dungslinie parallelen Linien gehen. Es ist dieses also der Punkt 
der Verbindungslinie, welcher anf ihr iin Unendlichen liegt. Und 
in der That finden wir, wenn wir nach den gegebenen Hegeln 
von der Gleichnug (10) des Punktes zu den Goordinaten dessel- 
ben übergehen, dass sich dieselben als unendlich grosse Grössen 
darstellen. 

Die Bedingung: 

(11) -I- ^, = 0, 

dass die senkrechten .Abstände der gegebenen beiden Punkte von 
der geraden Linie l gleich, aber entgegengesetzt seien, ist wieder 
die Gleichung eines Punktes. Dieser Punkt kann kein anderer 
als der Mittelpunkt der Verbindungslinie sein, weil nur diejenigen 
geraden Linien / von den gegebenen beiden Punkten in ent- 
gegengesetzter Richtung gleich weit abstehen, welche durch jenen 
Punkt gehen. 
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Wir können demnach sagen: 

(12) . . . Wenn .4 = 0 und = 0 die Gleichnngen 
zweier gegebenen Punkte in der Norinalform sind, so 
sind A — Al — 0 und A + Ai = 0 die Gleichungen 
zweier Punkte auf der Verbindungslinie der gegebe- 
nen Punkte, von welchen der erste im Unendlichen 
liegt, der andere die Verbindungslinie halbirt. 

Die Gleichungen (10) und (11) der Punkte auf der geraden 
Linie, welche die durch ihre Gleichungen (9) gegebenen Punkte 
verbindet, sind linear zosamineiigesetzt aus den gegebenen Glei- 
chungen (9). Es liegt aber auch jeder Punkt auf der Verbin- 
dungslinie zweier gegebenen Punkte, dessen Gleichung linear aus 
den Gleichungen der gegebenen Punkte zusammengesetzt ist. 
Denn es seien: 

ü = 0 Ul = .0 

die Gleichungen der gegebenen Punkte und 

kU + 1, Uj = 0 

die aus ihnen linear zusammengesetzte Gleichung eines dritten 
Punktes. Dass dieser Punkt auf der Verbindungslinie der ge- 
gebenen Punkte liegt, folgt aus der Betrachtung. 

Die Coordinaten der Verbindungslinie der gegebenen Punkte 
genügen jeder von den Gleichungen der gegebenen Punkte, sie 
genügen deshalb auch der Gleichung des dritten Punktes, der 
deshalb auf ihr liegt. Wir haben damit den Satz bewiesen, der 
unter Umständen leiebt erkennen lässt, dass gewisse drei Punkte 
in einer geraden Linie liegen: 

(13) . . . Wenn zwischen den Gleichungen von drei 
Punkten U = 0, Uj = 0, U 2 => 0 die Identität statt- 
findet: 

lU + liUi + 12^2 = 0, 

so liegen die drei Punkte auf einer und derselben ge- 
raden Linie. 

Wir bemerken, dass jene dritte Gleichung mit den willkür- 
lichen Constanten 1 jeden Punkt auf der Verbindungslinie der 
gegebenen beiden Punkte darstellt. Denn es lassen sich diese 

H CS 80 , Analyt. Cieomulr. d. Ebene. I. ^ 
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Constanten immer so bestimmen, dass der Gleichung auch genügt 
wird, wenn man für die variabcln Coordinaten u, v die Coordi- 
naten einer ganz bestimmten geraden Linie setzt. Diese Besiim- 
mimg entspricht demjenigen Punkte der Verbindungslinie, in 
welchem die bestimmte Linie die Verbindungslinie trilTt. Wir 
können daher auch den Satz iimkehren: 

(14)... Wenn[^c=0, U^=0, i/j = 0 die Gleichungen 
von drei Punkten auf einer geraden Linie sind, so 
kann man immer drei Factoren 1 der Art bestim- 
men, dass man identisch hat: 

. XU + JL^U^ + XjUj = 0. 

Betrachten wir nun drei durch ihre Gleichungen in der 
Normalform gegebene Punkte: 

= 0 .J, = 0 = 0 

als die Ecken eines Dreiecks, so haben wir die Gleichungen der 
auf den Seilen des Dreiecks im Unendlichen liegenden Punkte: 

.4, — = 0 — 0 4, — .4i = 0. 

Ihre Summe 

— ^2) + (^2 — ^u) + (^0 — ^1) ^ 0 
verschwindet identisch. Man wird deshalb nach Satz (13) irgend 
drei Punkte im Unendlichen als auf einer geraden Linie liegend 
zu betrachten haben. In der Tbat rücken auch alle drei Schnitt- 
punkte einer geraden Linie und der Seiten des Dreiecks in das 
Unendliche, wenn zwei Schnittpunkte auf den Seilen des Dreiecks 
in das Unendliche verlegt werden. 

Combiniren wir die Gleichungen der llalhirungspunkte der 
Seilen des Dreiecks: 

-|- A.^ = 0 .-/j -F == 0 Af) -{• Af = 0 

mit den Gleichungen jener drei Punkte im Unendlichen, so er- 
geben sich daraus die identischen Gleichungen: 

(A^ + ^ 0 ) - K + A) + Ul —A,] — 0 

Uo + ^i) — Ul + ^2) + U2 — "^ 0 ) — ■ 

Ul + ^2) — U2 + Al) + Un — -^i) = 0. 

Diese Gleichungen beweisen, dass die Verbindungslinie der Mitten 
zweier Seilen des Dreiecks die dritte Seite iin Unendlichen 
schneidet, das heisst, mit ihr parallel ist. 
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Wenn wir die Zusammensetzung der drei Punktgleichungen 
in das Auge fassen: 

'^0 ■+ = 0 

+ -4, = 0 

"■ 4 , — Aj = 0 

^11 + — ^2 — 

SO können wir auf Grund von (13) aus der ersten Gleichung 
unmittelbar den Satz ablesen: 

Die Verbindungslinien der Mitten der Seiten eines 
Dreiecks mit den gegenüberliegenden Ecked schnei- 
den sich in einem und demselben Punkte. 

Die drei anderen Punktgleichungen beweisen, dass in einem 
Parallelogramm die Diagonalen sich halbiren. 


Fünfte Vorlesung. 

Harmonische Punkte. Punkte der Involution. 


Wenn die Gleichungen zweier Punkte 0 und 1 in der Nor- 
malform gegeben sind: 

( 1 ) ^ = 0 Ai = 0, 

und wenn w, v die Coordiiiaten irgend einer geraden Linie l vor- 
stellen, so genügen letztere den gegebenen Gleichungen nicht, 
vielmehr verhalten sich nach (6) der vorhergehenden Vorlesung 
Af^ : Al wie die senkrechten .Abstände der gegebenen Punkte von 
der geraden Linie l. 

Sollen die genannten senkrechten Abstände sich wie zwei 
gegebene Grössen : «, verhalten, so haben wir als Bedingung: 

(2) ^ dl ^0 

«u ö| 

die Gleichung eines Punktes, durch welchen alle geraden Linien 
gehen, deren senkrechte Abstände von den gegebenen beiden 
Punkten sich wie a„ : o, verhalten. 

4 » 
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Fünfte Vorlesung. 


Die geometrische Anschauung lehrt, dass alle jene Linien 
durch einen und denselben Punkt auf der durch die gegebenen 
Punkte gelegten geraden Linie gehen, dessen Abstände von den 
gegebenen Punkten sich ebenfalls wie : «, verhalten. Es ist 
die Gleichung (2) deshalb die Gleichung des eben genannten 
Punktes. 

Setzen wir >l = so stellt die Gleichung; 


(3) 


— 0 


mit dem willkürlichen Factor l jeden beliebigen Punkt 2 auf der 
Verbindungslinie der gegebenen Punkte dar. Derselbe liegt 
zwischen den gegebenen Punkten, wenn X negativ ist, im anderen 
Falle liegt er ausserhalb. Er fällt mit einem der gegebenen 
Punkte zusammen, wenn 1 = 0 oder 1 = oo wird. 

Die geometrische Bedeutung des Factors 1 in der Gleichung 
(3) ist nach dem Vorhergehenden 


(4) 


1 — M 
■“ ( 21 ) • 


Ein beliebiger anderer Punkt 3 auf der Verbindungslinie 
der gegebenen Punkte hat zur Gleichung: 


(5) 


(lA^ = 0 . 


Das Verhältniss: 

X . (20) . (30) 

II ~~ (21) • (31) 

heisst das anharmonischc Verhältniss des Punktepaares 
2, 3 zu dem gegebenen Punktepaare 0, 1. 

Sind zwei Punktepaare auf einer geraden Linie durch ihre 
Gleichungen in der Form gegeben: 

(7)... Fo = 0 ^1=^0 =0 Fo-mF, =0, 


so isf das anharmonische Verhältniss derselben: 


Man überzeugt sich davon, wenn man die gegebenen Glei- 
chungen (7) durch Multiplication mit Factoren auf die Formen 
(1), (3), (5) zurückführt. 

■V 
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Wir stellen uns nun die allgemeinere Aufgabe: 


Gegeben sind die Gleichunge,n von vier Punkten 
auf einer geraden Linie: 

(9) . U^ — kUi=0 Z7o-f4f7j=0 ^o~k^ül=0 Z7o — ftiü,=0; 

das anharmonische Verirältniss des letzten Purikte- 
paares zu dem ersten zu bestimmen. 


Setzen wir Ug — = V„ — fiU^= V^ und drücken 

in den Gleichungen (9) und durch und Fj aus, so 
nehmen jene Gleiclnmgen die Gestalt der Gleichungen (7) an. 
Das gesuchte anharmonische Verhältniss — dort wird hier: 


( 10 ) 


1 — <li _ X — |U| 

ft — ■ ft — ft,' 


Wenn das anharmonische Verhältniss den Werth — 1 an- 
nimmt, so nennt man es ein harmonisches Verhältniss und 
die beiden Punktepaare auf einer geraden Linie heissen har- 
monische Punktepaare. 

Nach dieser Definition werden zwei harmonische Puiikte- 
paare auf einer geraden Linie analytisch ausgedrückt durch die 
Gleichungen : 


(11)... Fo = 0 F, =0 F„-iF, = 0 Fo-|-iFi=0, 


und die Bedingung, unter welcher zwei Punktepaare (9) auf 
einer geraden Linie harmonisch sind: 

k I k ft , Q 

ft — X, ft— ft, 

giebt entwickelt: , 


(12) ... Xf. - i (X -f- ft) (1, -I- ft,) + X,ft, = 0. 


Die geometrische Bedingung für zwei harmonische Punkte- 
paarc geht aus (6) hervor: 


(1.3) 


( 20 ) , _( 30 )__ 

( 21 ) (M) — 


Diese Bedingungsgleichung hat man zu discutiren, um eine 
Vorstellung von der Lage zweier harmonischen Punktepaare zu 
erhalten. Aus ihr kann man ersehen, dass, wenn der Punkt 2 
die Linie 0 1 halbirt, der Punkt 3 im Unendlichen auf der Linie 
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FünTte Vorlesung. 


liegen muss. Wenn der Punkt 2 aus dieser Lage sich einem 
der Punkte 0, 1 nähert, so nähert sich der Punkt 3 demselben 
Punkte ausserhalb von 0 und 1. In dem Grenzfalle fallen die 
sich bewegenden Punkte 2 und 3 mit dem einen oder dem an- 
deren festen Punkte 0 oder 1 zusammen. 

Dasjenige Punktepaar zu bestimmen, welches 
harmo.nisch ist mit zwei gegebenen Piinktepaaren 
auf einer geraden Linie. 

Sind die Gleichungen der gegebenen Punktepaare; 

ü, = 0 — i, I/, = 0 

V» — =0 Po — p, f/, = 0 

und die Gleichungen des gesuchten Punktepaares: 

Po — A P, = 0 
P„ - ftP, = 0, 
so hat man nach (12) die Bedingungen: 

Xfi — ^{1 -f ft) ßo + ftfl) + ^Oi“o = 0 

^ft — + ft) (^1 + f*i) + ^ifti =0. 

Löset man diese in Rücksicht auf X fi und A -j- linearen 
Gleichungen auf, wodurch man erhalte Aft = f>, X fi — a, 
so ist: 

z* — az -1- & = 0 

die quadratische Gleichung, deren Wurzeln die gesuchten Grössen 
A und (I sind. Zugleich können wir sagen: 

(14) ... Es gieht immer nur ein bestimmtes Punkte- 
paar, welches harmonisch ist mit zwei , gegebenen 
Punktepaaren auf einer geraden Linie. 

Hat die quadratische Gleichung reelle Wurzeln, so ist das 
gesuchte Punktepaar reell, im anderen Falle :|paginär. 

Drei Punktepaare auf einer geraden Linie bilden eine In- 
volution, wenn ein -viertes Punktepaar gefunden werden kann, 
welches harmonisch ist mit jedem der drei Puiiktepaare. 

Aus dieser Definition der Involution folgt mit Rücksicht auf 
den Satz (14), dass von drei Punktepaaren der Involution fünf 
Punkte beliebig gewählt werden können, dass aber der sechste 
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l’uiikt unzweideulig bestimmt ist, wenn es feststeht, welche Punkte 
sich paaren sollen. Es wird daher eine Bedingungsgleichung für 
die Involution ausreichen. 

Es sind die Gleichungen von drei Punktepaaren 
aufeine rgeradenLiniegegehen: 

(15) ~ ^ ^ ~ 

- P.I f\ = 0 V„ - fl, F, =0 F„ - ,uj F, = 0; 

die Bedingung anzugehen, unter welcher die drei 
Punktepaare eine Involution bilden. 

Wenn die drei Punktepaare eine Involution bilden, so hat 
man nach der Definition ein Punktepaar: 

F„ - AF, = 0 
K - f* P, = 0, 

welches harmonisch ist mit jedem der gegebenen Punktepaare. 
Dieses verlangt nach (12) die Bedingungen; 

Afi — + p) (^ + Po) + ln Po = 

Ip — i(l + P) (li + Pi) + liPi =0 

Ip — + p) (1? + P 2 ) + I 2 P 2 = 0, 

aus welchen durch Elimination von Ip und A + fi, welche 

Grössen linear in die Gleichungen eingehen, die gesuchte Be- 
dingungsgleiclmng der Involution hervorgeht: 

(16) (Aq ft|) (A, fl,) (Aj fi„) -p (fip A|) (ft, Aj) (P 2 Aq) = 0. 

Im speciellen Falle kann das erste Punktepaar der Involution 
mit einem Punkte, das dritte wieder mit einem andern Punkte 
Zusammenfällen. Dieses trifft zu, wenn A„ = fi,, = V und 
Aj = fij = fl wird. Dadurch geht die Gleichung (16) über in 
(12) und wir haben den Satz: 

(17) . . . Wenn von drei Punktepaaren der Involution 
das eine Punktepaar mit einem Punkte zusammenfällt, 
ein zweites Punktepaar mit einem zweiten Punkte, 
so ist das dritte Punktepaar der Involution harmo- 
nisch mit den beiden Punkten. 
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Fünfte Vorlesung. 


üit! Involution von drei Punktepaaren lässt sich hiernach 
als ein allgemeiner Fall von harmoiiLschen Punktepaaren be- 
trachten, indem jeder Punkt eines Paares der letzteren sich in 
zwei Punkte zertheilt. 

Jede drei Punktepaarc auf einer geraden Linie stellen sich 
analytisch auch unter der Form dar: 

= 0 = ü 4, — /.jJ, = 0 

=0 = 0 Af, — m.,A^ =: 0, 

wo wir unter A^^ = 0 und Af = 0 die Normalformen dei Glei- 
chungen des eisten Punktepaares A^,, verstehen. Die Glei- 
chungen des zweiten Punktepaares A^, ebenso die des drit- 
ten Punktepaares A^, sind aus diesen zusammengesetzt. 

Wir erhalten nun die Bedingung der Involution der genann- 
ten drei Punktepaare, wenn wir in (16) setzen = 0 = oo 

und zugleich die Buchstaben A und ^ mit / und m vertauschen: 

(18) /j »ij — l^m.2 = 0. 

Daraus geht nun die geometrische Bedingung der 'Involution der 
drei Punktepaare hervor, wenn wir nach (4) die Werthe der 
vier Grössen / und m setzen: 

/I q\ (-^1 Aq) {B, A^) (AfAg) n 

^ • (B,B„)' {AiB,) • “ 

In dieser Gleichung lassen sich je zwei von den drei Punkte- 
paaren mit einander vertauschen, wodurch man zwei andere aber 
nur der Form nach verschiedene Bediugungsgleichungen der In- 
volution erhält. 

Auf die Form der Gleichungen von drei Punktepaaren auf 
einer geraden Linie, aus welchen wir die Gleichung (19) abge- 
leitet haben, können wir die Gleichungen (15) zurückffihren. 


wenn wir setzen: F« — A„F, = Vq — ^i> 

woraus folgt: 



Setzen wir diese Wertlie von und Fj in die Gleichungen 
(15), so ergiebt sich: 


7 *'o(Aq A[) V^o(Ad fC|) . Vq (Aq A7) ^ ^0 (Aq '(^ 2 ) 

* *’i(f‘o— ^1)’ ‘ »'tO*o— ;*i)’ ^ nCMo— ^ü)’ * /**) 
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und die Gleichung (18) geht üher in die neue von (16) verschie- 
dene Form der ßedingungsgleichung der Involution von drei 
Punktepaaren (15): 

(20) ... (!(, 1,) (1„ ftj) (f«|, X.j.) {ii„ f»2) 

(A„ I2) (^0 P2) (f*fl ^1) (pe Pi) 


Wie diese von einander verschiedenen Forincii der Bedin- 
gungsgleichung der Involution von Linienpaaren oder Punkte- 
paaren direct in einander ühergeführt werden können, werden 
wir in der folgenden Vorlesung aus einander setzen. 

Nach der Üefinilion stellen folgende Gleichungen: 

F„ — A,F, =0 12^1 = 0 

=0 + 1, F, = 0 F„ + I 2 Pi = 0 

irgend welche Puiiktepaare der Involution dar, weil jedes 
Punktepaar harnionisch ist mit dem Punktepaar V„ = 0, Fj = 0. 
Um die Gleichungen von Punkte|)uaren der Involution auf diese 
Form zurückzuführen, bedarf es freilich der Auflösung einer qua- 
dratischen Gleichung. ^ 

Führen wir an Stelle der beiden Symbole F„, F, in jene 
Gleichungen drei Symbole ein, indem wir setzen: 


ir XV — 17 XV — 

'0 *11 — 1 1 *^0 *1 — 1 1 

SO haben wir die identische Gleichung: 





U„ + U, + U, = 0 
und jene sechs Gleichungen gehen über in: 


U„ = 0 

= 0 

wenn man setzt: 


1, + ^2 


<7, = 0 

^ ^ Q 

1^2 ^*0 


= P» 




^2 "I" ^0 


= Pl 


1/2 = 0 
Po Pl 


0 , 


^0 ^1 

^ 0+ ^1 


Pz- 


Diese drei Grössen ft in den transformirten Gleichungen der 
Punktepaare der Involution sind ebenso willkürlich als die drei 
Grössen A, aus welchen sie zusammengesetzt sind. Führt mau 
endlich für die allgemeinen Formen U die Normalformen A ein, 
indem man setzt ()„ Uq — A„ , Ai, 1]^ = A.^, so geht - 

jene identische Gleichung über in: 


- P ^ d-i -L dl = n 
Pn Pl . Pä 


Digilized by Google 



o8 


FünflP Vorlesung. , 


und die Gleichungen von irgend drei Punktepaaren der Invo 
lution nehmen die Gestalt an; 



Ml Ql 


Mi et 



Mu Qn 


Da nun nach (4) ist: 


^2 = 0 



Moeo Ml 9t 


Miji _ ifji^i) Mz9t _ (g| 'if) Mb9o _ 

Mi9i C^o^t) Mo9o (^1 ^o) 1*1 Pi (^t^i) 

wenn man die Punktepaare bezeichnet mit ^i®t> 

so erhält man durch Multiplication der letzten drei Gleichungen: 


^ ’ (Bo^tUBAoUBi^'i) 

eine neue geometrische Bedingiing.sgleictuing für drei Punkte- 
paare der Involution, in welcher, man auch die Punkte eines 
jeden Paares mit einander vertauschen kann. 

Durch zwei Punktepaare auf einer geraden Linie ist das 
Punktepaar nicht vollständig bestimmt, welches mit jenen eine 
Involution bildet. Wir können uns daher die Aufgabe stellen: 

Dasjenige Punktepaar zu bestimmen, welches 
eine Involution bildet mit zwei gegebenen Punkte- 
paaren auf einer geraden Linie und zugleich eine In- 
volution mit zwei anderen gegebenen Punktepaaren 
auf derselben geraden Linie. 


Die Bedingung, dass drei Punktepaare (15) auf einer gera- 
den Linie eine Involution bilden, ist die Gleichung (16), welche 
nach und ft„ entwickelt die Form aiinimmt: 

1(180 — ( 1 () + Mo) 1 * + Q = 0. 

Soll das erste Punktepaar (15) eine Involution bilden mit noch 
zwei anderen Punktepaaren auf derselben geraden Linie, so 
haben die Grössen 1,, und 1,, -f- einer zweiten linearen 
Bedingungsgleicbung zu genügen. Giebt nun die Auflösung der 
genannten linearen Gleichungen: 

1 « Ml) 1 () Mo 

so ist: 

z* — «r + ö = 0 

die quadratische Gleichung, deren Wurzeln 1,) und das ge- 
suchte Punktepaar bestimmen. Daraus schliessen wir: 
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(22) ... Es giebt immer nur ein bestimmtes Piinkte- 
paar, welches eine Involution bildet mit zwei gegebe- 
nen I'unktepaaren und mit zwei anderen gegebenen 
Punktepaaren auf derselben geraden Linie. 

Nachdem wir im Vorhergehenden die Bedingungen für zwei 
barmoiiisclie Punktepaare und der Involution von drei Punkte- 
paaren in verschiedenen Formen entwickelt haben, werden wir in 
dem folgenden Theile der Vorlesung vorzugsweise solche lineare 
Figuren betrachten, in welchen diese Bedingungen erfüllt sind. 
Die Construction von harmonischen Punktepaaren und Punkte- 
paaren der Involution wird sich daraus von selbst ergeben. 


Wir betrachten ein Dreieck, dessen Ecken 0 12 durch ihre 
Gleichungen in der Normalform gegeben seien: 

0 ^1 = 0 = 0 . 

Bezeichnen wir mit a„ «j Oj d*’**' willkürliche Grössen, so stellen 
die Gleichungen: 

•^1 -^9 Q *^2 Q ^ Q 

£I| Q-i flj Äq Üq fZj 

irgend drei Punkte auf den drei Seiten des Dreiecks dar, welche 
auf einer und derselben geraden Linie liegen, weil die Summe 
der drei Gleichungen identisch 0 ist. Wir können deshalb auch 
kürzer sagen, dass die angegebenen Gleichungen die sechs 
Schnittpunkte von irgend vier geraden Linien analytisch aus- 
drücken. 

Bezeichnen wir die drei letzten Punkte mit By B, B^ und 
die Ecken des Dreiecks mit A^ A^ ./j, so haben wir nach (4): 

°i __ {.^ «Aj) dt __ (B| A^) gp ( B» Afi) 

gj ÜQ (B, /tp) g| (Bg A^) 

Multipliciren wir diese Gleichungen, so erhallen wir die Gleichung 
(21), die Bcdiugungsgleichung der Involution. Dennoch bilden 
die sechs Punkte keine Involution, weil sie nicht auf einer und 
derselben geraden Linie liegen. Nur in dem Grenzfalle, wenn 
die vier geraden Linien mit einer geraden Linie zusammenfallen, 
liegen sämmlliche sechs Schnittpunkte auf der geraden Linie. 
Dann werden aber die Scbiiitlpunkle unkenntlich. 
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Uic gemachte Bemerkung beweiset nichts weiter, als dass 
die drei Schuittpimktepaare von vier geraden Linien sich als 
eine Ausdehnung von Punktepaaren der Involution betrachten 
lassen, welche nicht auf derselben geraden Linie liegen. 

AVenn wir auf jeder Seite des Dreiecks zu dem Schnitt- 
punkte der geraden Linie den vierten harmonischen Punkt fixi- 
ren, so stellen sich die Gleichungen dieser Punkte wie folgt dar: 

I Q I • ‘^0 __ Q ^0 I ^1 __ 0 

flj Oj 02 ^ 1 ^ flfj 

Die Combinution der linken Theile der sechs letzten Punkt- 
gleichungen gieht identische Gleichungen von der Art: 


(^- + $)-(t + t) + ( 


■^0 

«0 


welche den Satz beweisen: 



Wenn man die Seiten eines Dreiecks oder deren 
Verlängerungen durch eine gerade Linie schneidet 
und zu zwei Schnittpunkten derselben auf den Seiten 
des Dreiecks die vierten harmonischen Punkte coii- 
struirt, so liegen die beiden construirteu Punkte und 
der dritte Schnittpunkt auf einer geraden Linie. 


Wenn wir die Zusammensetzung der folgenden vier Punkt- 


gleichungcn beachten: 


■^0 I 
«0 


■d?- 

«u 

a, 


+ 


«I 

a: 


+ 

+ 

+ 


At 


I '^1 


«j 


0 

0 

0 

0, 


so ergeben sich daraus die geometrischen Sätze: 


Wenn man die Seiten eines Dreiecks oder deren 
Verlängerungen durch eine gerade Linie schneidet 
und auf jeder Seite zu dem Schnittpunkte den vierten 
harmonischen Punkt construirt, so schneiden sich 
die drei geraden Linien, welche die construirten 
Punkte mit den gegenüberliegenden Ecken des Drei- 
ecks verbinden, in einem und demselben Punkte. 
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Wenn man die Seiten eines Dreiecks oder deren 
Verlängerungen durch eine gerade Linie schneidet, 
zu einem der Schnittpunkte auf der Seite des Drei- 
ecks, auf welcher er liegt, den vierten harmonischen 
Punkt construirt, und diesen Punkt durch eine gerade 
. Linie mit der gegenüberliegenden Ecke des Dreiecks 
verbindet, so geht die Verbindungslinie durch den 
Punkt, in welchem sich die Verbindungslinien der 
beiden anderen Schnittpunkte und der gegenüber- 
liegenden Ecken des Dreiecks schneiden. 

Zur Erläuterung dieses Satzes dient die folgende Figur: 

Die Seiten des Drei- 
ecks 0 12 sind durch 
eine beliebige gerade Litiie 
in den Punkten 1 — 2, 

2 — 0, 0 — 1 geschnit- 
ten. Der vierte harmoni- 
sche Punkt l-|-2zul — 2 
auf der Seite 1 2 des 
Dreiecks ist mit dem 
Punkte 0 durch eine ge- 
rade Linie verbunden, 
welche durch den Punkt 

— 0 -f- 1 -f 2 geht, in 
welchem sich die Verbin- 
dungslinien der Schnitt- 
punkte 0 — 1 und 2 — 0 mit den gegenüberliegenden Ecken 
2 und 1 des Dreiecks schneiden. Der Satz lehrt zugleich die 
Aufgabe lösen: 

Wenn von zwei harmonischen Punktepaaren drei 
Punkte gegeben sind, den vierten harmonischen Punkt 
linear zu construiren. Denn sind auf einer geraden Linie 
das Punktepaar 1 2 und der Punkt 1 — 2 gegeben, so construirt 
man den vierten harmonischen Punkt 1 -}- 2, indem man ein 
Dreieck 012 bildet und dasselbe durch irgend eine gerade Linie 
(2 — 0, 0 — 1, 1 — 2) schneidet, welche durch den gegebenen 
Punkt 1 — 2 geht. Verbindet man dann den Schnittpunkt 

— 0 + 1 -j- 2 der geraden Linien 0 — 1, 2 und 2 — 0, 1 'durch 


Fig. 8. 
x-a 
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eine gerade Linie mit der Erke 0 des Dreiecks, so sclineidel 
dieselbe die Seite 1 2 des Dreiecks in dem gesuchten vierten 
harmonisclien Punkte 1 2. 

Um den Sat 2 , aus dem wir die Conslruction des vierten 
harmonischen Punktes abgeleitet haben, für den Gebraueli be- 
quemer auszusprechen, bemerken wir, dass das Dreieck 0 12 
mit der geraden Linie (1 — 2, 2 — 0, 0—1) und dasselbe Drei- 
eck 0 12 mit dem Punkte — 0 -|- 1 + 2 sich gegenseitig be- 
stimmen. Die drei Ecken 0, 1, 2 des Dreiecks und der Punkt 
— 0 + 1 -H 2 unterliegen keiner Beschränkung. Betrachten 
wir nun das beliebige Viereck 2, 0, 1, — 0 -|- 1 -|- 2, so hat 
dasselbe zwei Diagonalen. Man nennt das Viereck ein voll- 
ständiges Viereck, wenn die gegenüberliegenden Seiten des- 
selben verlängert sind, bis sie sich schneiden, wie man sieht in 
den Punkten 0 — 1 und 2 — 0. Die Verbindungslinie der letz- 
ten Schnittpunkte heisst ebenfalls Diagonale des vollständigen 
Vierecks. Hiernach können wir kürzer sagen: 

Jede zwei Diagonalen eines vollständigen Vier- 
ecks Iheilen die dritte Diagonale harmonisch. 

Durch vier Punkte lassen sich drei Linienpaare legen, von 
welchen jedes Paar durch alle vier Punkte geht. Die vier Punkte 
0 1 2 3 in der Figur seien gegeben durch ihre Gleichungen: 
ü„ = 0 U^ = 0 Uj = 0 U 3 ~ 0. 

Wir schneiden jene drei Linienpaare, welche diese vier Punkte 
paarweise verbinden, durch eine gerade Linie L und suchen die 
Schnitlpunktepaarc zu bestimmen. 

Zu diesem Zwecke nehmen wir an, dass i/„ «j . . die Werlhe 
seien, welche die Ausdrücke, t/,,, i/, .. annehmen, wenn man in 
letzteren für die laufenden Goordinaten die Goordinaten der ge- 
raden Linie L setzt. Alsdann sind: 

^-^» = 0 = 0 
Uq t/3 t/| t/3 U2 t<3 

' = 0 = 0 ^ ^ 0 
M, «4 «ä «0 “1 

<lie Gleichungen der gesuchten Punktepaarc auf Grund ihrer 
Zusammensetzung und weil sic sämmllich erfüllt werden, wenn 
man für die variabeln Goordinaten die Goordinaten der geraden 
Linie setzt. 
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Bringen wir nun die drei oberen Gleichungen auf die Nor- 
malform, indem wir setzen: 




U. 


u. 


u. 


V,_ A, 


«0 «3 eol»0 «I »3 Plf*! «3 «3 

SO stellen sich jene sechs Gleichungen dar als Ausdrücke der 
Symbole A wie folgt: 


A„ = 0 
A, 


A^ = 0 A.^ = 0 


0 . 


■‘tl Ag __ Ag ^ Ag __ Q Ag A, 

?i“i 9oi^« en(*o eij*i 

Es sind dieses dieselben Gleichungen, aus welchen wir die 
Bedingungsgleichung (21) der Involution von drei Punktepaaren 
abgeleitet haben. Da sie seihst Punktepaarc der Involution dar- 
slellen, so können wir sagen: 

Jede gerade Linie schneidet die drei Linienpaare, 
welche irgend vier Punkte paarweise verbinden, in 
Punktepaaren der Involution. 

Dieser Satz lehrt die .\ufgahe lösen: 

Wenn von drei Punktepaaren der Involution auf 
einer geraden Linie fünf Punkte gegeben sind, den 
sechsten Punkt linear zu construiren. 

Sind von den Punktepaaren A„ Bg, A^ B^, A.g der In- 
volution auf der geraden Linie L die fünf ersten gegeben, .so 



construiren wir den gesuchten Punkt B^ in folgender Art. Wir 
legen durch die Punkte Ag A, B„ irgend drei gerade Linien, 
welche das Dreieck 1 2 .3 bilden. Ziehen wir alsdann die gera- 
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den Linien (3^„) und (2i9j) und Terbinden den Schnittpunkt 0 
derselben mit dem Punkte 1 durch eine gerade Linie, so trifft 
dieselbe die gerade Linie L in dein gesuchten Punkte 

Wenn man in der beschriebenen Figur die gerade Linie L 
in die Lage von rücken lässt, so füllt das Punktepaar 

mit Pff und das Punktepaar mit zusammen und 

nach Satz (17) wird das dritte Punktepaar B^ harmonisch mit 
dem Punktepaar Pj- Dieses beweiset auch der vorletzte 
Satz. Denn die gerade Linie Z, wenn sie durch und geht, 
ist eine Diagonale des vervollständigten Vierecks 0 1 2 .3, die von 
den beiden anderen Diagonalen in harmonischen Punkten ge- 
schnitten wird. 

Die beschriebene Figur stellt drei Linienpaare dar, welche 
vier Punkte 012 3 paarweise verbinden und eine gerade Linie Z, 
welche jene schneidet. Die Gleichungen der Schnittpunkte haben 
wir am Anfänge unserer Untersuchung aufgestellt. Fixiren wir 
nun auf jeder jener sechs geraden Linien denjenigen Punkt, 
welcher harmonisch ist zu dem Schnittpunkt der geraden Linie Z, 


so sind die 

Gleichungen 

dieser 

Punkte: 





U« 

+ 

o 

11 

El 

+ 


0 

El 

+ 

El 

= 0 

i‘o 

«3 

«1 

«3 


«2 

“a 


V\ 

+ 

o 

11 

tsl 

El 

+ 

E« = 


El 

+ 

El 

= 0. 

«1 

«2 

«2 

«0 


«0 

“i 



Da aus jedem dieser Gleichungenpaare durch Addition die 
Gleichung hervorgeht: 

«0 «1 «2 «3 ’ 

so haben wir durch diese einfache Bemerkung den Satz be- 
wiesen : 

Wenn man drei Linienpaare, welche vier Punkte 
paarweise verbinden, durch eine gerade Linie schnei- 
det, und zu jedem Schnittpunkte den vierten harmoni- 
schen Punkt coiistruirt auf der von jenen sechs gera- 
den Linien, auf welcher der Schnittpunkt liegt, so 
schneiden sich die drei geraden Linien, welche die 
construirten Punkte paarweise verbinden, in einem 
und demselben Punkte. : 
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Lä.sst man die, die Figur selineidende, gerade Linie in da.s 
Unendliche fallen, so specialisirt sich der Salz wie folgt; 

Die drei geraden Linien, welche die Mittelpunkte 
der gegenüberliegenden Seiten und die Mittelpunkte 
der beiden Diagonalen eines Vierecks verbinden, 
schneiden sich in einem und demselben Punkte. 


Sechste Vorlesung. 
Zur Involution. 


Wir haben in den vorhergehenden V'orlesiingen vielfache 
(Gelegenheit gehabt zu sehen, wie dieselben aualytLseben Formeln 
eine doppelte geometrische Deutung erfahren, je nachdem man 
die Variahein in ihnen als Punktcoordinaten oder als Linien- 
coordinateii betrachtet. Es ist gewiss nicht zu viel behauptet, 
wenn man sagt, dass nach Feststellung des Begriffes der Punkt- 
gleichung die vierte und fünfte Vorlesung eine ganz nothwendige 
Folge seien aus der zweiten und dritten Vorlesung. Die vierte 
und die fünfte Vorlesung enthalten in der Tbat nichts als eine 
neue Art, dieselben analytischen Formeln zu lesen. 

Obwohl wir bemüht sein werden, diese doppelte Lesart 
analytischer Formeln auch in den folgenden Vorlesungen durch- 
zuführen, so wird es für die gegenwärtige Vorlesung, die den 
bereits behandelten Gegenstand der Involution aus einem an- 
deren Gesichtspunkte wieder aufnimmt, genügen, auf die doppelte 
Interpretation nur gelegentlich aufmerksam zu machen. 

Wenn = 0 und iA, = 0 die Gleichungen von irgend 
zwei gegebenen Punkten sind, so verlangt es die Analogie, dass 
man die Gleicbung; 

V, ü, = 6 

für die Gleichung des Punktepaares nehme, weil die 
Goordinaten jeder geraden Linie, welche durch den einen oder 
den anderen Punkt geht, dieser Gleichung genügen, und weil 

Heise, Analyl.deoniHr.d. Ebene. 1. {) 
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iiiiigckciirt alle geraden Linien, deren Coordinaten der Gleichung 
genügen, entweder durch den einen oder den anderen Punkt 
gehen. 

Man erhidt also die Gleichung eines Punktepaarcs, wenn 
man die Gleichungen der Punkte mit einander multiplicirt. 

Sind nun die Gleichungen zweier Punkte in der Form 
r„ — AF, = 0 und F„ — ft F| =0 gegeben, so ist die Glei- 
chung des Punkte|)aares: 

- (^ + p) f'u = 0, 

oder allgemeiner: 

(1) + BF„F, + V F,* = 0, 


wenn man setzt: 


Aft = 


A ’ 


A -f- ft _ - 


Wenn ein anderes Punktepaar F„ — A, F, =0, J'„ — ft,F, =0 
auf derselben geraden Linie durch die. Gleichung gegeben ist: 


( 2 ) 


J F 2 


+ B, V„ F, + C^ F,-^ = 0, 


so hat man: 

^iPi = ^1 + Pi = — 

Pie nedingiiiig, dass die beiden Punktepaare harmonisch zu 
einander seien, ist nach (12) der fünften V'orlesnng: 

Ap — ^ (A -f- ft) (A, + ftj) + A,fi, = 0, 


welche Gleichung durch Substitution der Werlhe von A und ft . . . 
übergeht in : 

(3) CAi — ^BB, + AC^ = 0. 


Pemnach können wir sagen: 


(4) ... Wenn die Gleichungen von zwei Pnukte- 
paaren auf einer und derselben geraden Linie in der 
Form (1) und (2) gegeben sind, so sind die beiden 
Pnnktepaarc harmonisch zu einander unter der Be- 
dingung (3). 

[Sind zwei Linienpaare, welche von einem und demselben 
Punkte ausgehen, durch ihre Gleichungen in der Form (l) und 
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(2) gegeben, so ist ilie Gleichung (3) ebenfalls die Bedingung, 
dass die Linienpaare harmonisch seien.] 

Hiernach stellt die Gleichung (1) mit den veränderlichen 
Coefficienteii A, B, C alle möglichen I’unktepaare dar, welche 
harmonisch sind zu einem ganz bestimmten Punktepaare, wenn 
jene Coefficienten einer linearen Bcdingungsgleichuug genügen: 

(5) Aa + Bh + Cc = 0. 

Drei solcher Puuktepaare bilden nach der Defjiiilion eine 
Involution. 

Es bilden deninacb das Punktepaar ( Ij, das Punktepaar (2) 
und das durch die Gleichung: 

( 6 ) A ^ 0 * + ^2 y« + C 2 = 0 

gegebene Punktepaar eine Involution, wenn sich drei Grössen 
«, 6, c so bcsliinnicn la.sscn, dass man hat: 

Aa + B b + Cc 0 
A^a + B^b + C^c= 0 
A 2 a “p B 2 b -f- c = 0. 

Wir drücken diese Bedingungen kurz so aus: 

(7) . . . Drei durch ihre Gleichungen (1), (2) und (6) 
gegebene Piinktcpaare auf einer geraden Linie sind 
in Involution, wenn sich drei Grössen der Art be- 
stimmen lassen, dass sie respeclive für 1^, F„F, und 

in die Gleichungen gesetzt den drei Gleichungen zu- 
gleich genügen. 

Wenn sich aber drei Grössen a, b, c so bestimmen lassen, 
dass sie den drei letzten Gleicbungen genügen, so lassen sich 
auch drei Grössen ct, ß, y der Art bestimmen, dass den drei fol- 
genden Gleicbungen genügt wird: 

Aa -P A,ß + Ajy = 0 
Ba + B,ß + B 2 V = 0 
Ca -p C^ß -p C 27 = 0, 

welche Glei<buiigen ebenso die Bedingung der Involution aus- 
drückeu. 

Diese Gleichungen sind die analytischen Ausdrücke des Satzes: 

52= 
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( 8 ) . . . Drei durch ihre Gleicliuiigeu (1), (2), (G) ge- 
gebene Puiiktepaare auf einer geraden Linie sind in 
j n V 0 1 u l i u n , wenn die G I e i c li u u g e n mit gewissen c o n - 
stanten Facloreii inultiplicirt und hierauf addirt 
identisch 0 geben. 

In den beiden letzten Sätzen kann man auch statt „Punkte- 
paare auf einer geraden Linie“ sagen „Linienpaare, welche von 
demselben Punkte ausgehen“. Sie behalten ihre Geltung. 


Nachdem wir auf diese Weise der Bedingung, der Involution 
einen anderen Ausdruck gegeben haben, gehen wir wieder zu- 
rück auf die Bedingungen der Involution von drei Punktepaaren 
in der früheren Form, um sie einer eingehenderen Discussion 
zu unterwerfen. Wir wiederholen deshalb die Resultate der vor- 
hergehenden Vorlesung mit den Worten; 

„Wenn drei Punktepaare 12 , 34, 56 auf einer geraden 
Linie durch ihre Gleichungen: 

Fo -^1^1=0 F^-A^F, =0 F„-A,F, =0 

^ J ■ _F„ — A,F, = 0 F„ - A,F, = 0 F„ - A. F, = 0 

gegeben sind, so ist nach (20) der fünften Vorlesung die Bedin- 
gung der Involution der drei Punktepaare; ^ 

(10) (A, - A 3 ) (A, - A,) (A., - A 3 ) (Aj - A«) 

(Aj Aj) (Aj — A 3 ) (A, A 3 ) (A| Ag) = 0, 

oder auch nach (16): 

(1 1) (A., - A,) (Ag-Ag) (A 3 -A 3 ) + (A 3 -A 3 ) (A 3 - A,) (A, - AJ = 0." 

Diese beiden Gleichungen, von welchen jede die Bedingung 
der Involution ausdrückt, sind ihrem Wesen nach eine und die- 
selbe Gleichung, nur ihrer Form nach sind sie verschieden. 
Man erhält aber aus (10) noch zwei andere, der Form nach ver- 
schiedene Gleichungen, wenn man A, mit A, und zugleich A.^ mit A 3 , 
oder wenn man A, mit Ag und zugleich Aj mit A 3 vertauscht. 
Khenso erhält man aus (11) noch drei andere Gleichungen, wenn 
man entweder A, mit A.^ oder A 3 mit A 3 oder A 3 mit Ag vertauscht. 
Da durch die angegebenen Vertauschungen die Punktepaare (9) 
nur in einander übergehen, so braucht nur eine von den sieben 
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angegebenen Gleichungen erfüllt zu sein, die sechs anderen wer- 
den von selber erfüllt. 

Die linken Theile dieser Gleichungen sind die sieben ganzen 
Functionen der sechs Grössen A : 


■^12 {^1 ^3) (^1 ^4) (^2 ^5) (^2 

(^2 ^3) (^2 ^4) (^1 ^5) (^1 — ^e) 

^34 = (^3 - h ) (^3 - h ) (^4 - ^.) {^4 - y 

- (*4 - h ) (^4 - *«) (^3 - ^1) {^3 - ^2) 

■^58 “ (^5 ^1) (^5 ^2) (^6 ^3) (^6 ^4) 

(V. ^l) (^6 ^2) (^5 ^3) (^5 ^4) 

F, = (A, - A.) (Ae - A3) (A3 - A3) 

■ + (^3 ^2) (^s ^4) (^1 ^ g ) 

^2 “ {^4 (^U ~ ^3) ^5) 

+ (^3 - ^1) {^5 - ^4) (^2 - ^ g ) 

^3 — (^3 ^ 1 ) (^G ^ 4 ) (^2 ^ 5 ) 

+ (^4 - iv) (^5 - h) - ^g) 

^4 ~ (^4 ^1) (^5 ^3! (^2 ^ g ) 

+ (^3 - ^ 2 ) (*6 - ^ 4 ) (^1 - ^ r .)- 


Werden die sechs Grössen A als willkürliche genoininen, so 
verschwindet keine der sieben Functionen F. Sobald aber die 
sechs Grössen A solche Werthe annehinen, dass eine jener sieben 
Functionen F verschwindet, so verschwinden mit der einen auch 
die sechs anderen. Es können daher Jene sieben Functionen F 
der sechs willkürlichen Grössen A nur durch gewisse Factoren 
von einander unterschieden sein. 

Diese Factoren zu ermitteln wird deshalb von Interesse sein, 
weil die Produkte der- Factoren und der ihnen entsprechenden 
Functionen F sieben identische Functionen von sechs willkür- 
lichen Grössen A geben, welche in der Form wesentlich von 
einander unterschieden sind. Ein anderes Interesse hat die an- 
gedeutetc Frage, weil ihre Hcautwortnng lehren muss, die geome- 
trischen Bedinguiigsgleichungen der Involution (19) und (21) 
und die fünf anderen Gleichungen, welche aus ihnen durch Ver- 
tauschungen hervorgingen, eine aus der anderen wirklich ah- 
zuleiten. Denn drückt man die Entfernungen der sechs Punkte 
der Involution, wie sie in den Gleichungen (19) und (21) Vor- 
kommen, durch die Entfernungen A,, A.^ . . . Ag der sechs Punkte 
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von einem heliebigen Punkte auf der geraden Linie aus, auf 
welcher sie liegen, so erhält man gerade die Gleichungen: 

F ^2 = 0 und = 0, 

welche Gleichungen aus einander und aus welchen Gleichimgen 
die übrigen fünf Gleichungen i?" = ü folgen sollen. Dieses ver- 
langte unsere geometrische Untersuchung. Will nun die .\lgebra 
hinter der Geometrie nicht Zurückbleiben, so bleibt ihr nichts 
übrig als nachznweisen: 

Mit welchen k’acloren die sieben Functionen F in 
(12) zu multipliciren sind, um die Produkte identisch 
zu machen. 

Um die angeregte Frage zu beantworten, gehen wir von 
einem bekannten algebraischen Salze aus, den wir in dem spe- 
ciellen Falle, der hier .Vnwendung findet, so wiedergeben: 

„Wenn man mit n^ . . . jr,. die Produkte der Üillerenzen 
von irgend sechs Grössen A, A.^ . . . A^ bezeichnet: 

71, = (A, Aj) (A, A.,) . . . (A, — Ag) 

(^2 ^ l ) (^2 • (^2 — ^ b ) 


TTg = (Ag A|) (Ag Aj) . . . (Ag Aj), 
wenn ferner cp (A) irgend eine ganze Function von A des vierten 
Grades ist, so hat man identisch: 

( 13 ) y (^l) _|_ ^ y (A(i) Q ,, B:, 

TT, TEj % 


*) Den Beweis des algebraisehen Satzes cntneliraen wir aus der 
Zerlegung des Bruches: 

?(A) 


in Partialbrüche: 


(A - A.) (A - A,) . . (A - Ae) 


y (A) _ «I , Oj , 

(A — A,) (A — A,) . . (A — Ae) A — A, A — A, ‘ ' A — X^ 
Der Zähler a^ des ersten Partialbruches wird dadurch bestimmt, 
dass man die angegebene identische Olcichung m’ultiplicirt mit dem 
Produkte der Nenner sämmtlicher Partialbrüche und hierauf für A 
setzt A,. Ebenso werden die Werthe der übrigen Zähler der Partial- 
brücho gefunden: 

V (A|) _ <P (A?) y (Afi) 

“I _ ... ^6 — "Z 
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Wenn man in der Gleicliung (13) für die Fnm lion des vier- 
ten Grades setzt: q> (l) = (A — Aj)* (A — Aj)*, so versclnvinden 
die beiden ersten Glieder in dieser Gleichung. Vereiniget man 
die beiden folgenden Glieder, ebenso die beiden letzten, so er- 
hält man nach Unterdrückung der gleichen Factoreii: 


^ ^ ftfi 

A.1 A( Aj Aij 

Diese Gleichung ist eine identische Gleichung, weil sie aus 
der identischen Gleichung (13) hervorgegangen ist. Jene Glei- 
clinng (13) bleibt iingeändert, wenn man für: 

A, Aj Aj A^ Aj Af, 

respertive setzt: 

Aj. 

Fs bleibt also auch diese Gleichung dadurch unverändert. 
Demerkt man aber, dass durch die angegebenen Veränderungen 
die drei Functionen Fjg in einander übergehen, so er- 

gieht sich aus der letzten Gleichung: 


(14) 



Setzt man nun, um auf die anderen Functionen F zu kom- 
men, A, — Aj = f, so wird: 

— 

- A, ~ 

(A,-A,-|-f)(A,-A.-ftnA,-A,) (A,- A .) - (A ,-A,-|-f)(A,-A,-|-f)(A, -A,)(A,-A.) 

f. 

Kntwickelt man nach Potenzen von c und dividirt, so wird der 
rechte Theil der Gleichung 


Setit raan nun in der identischen Gleichung A = — , so geht mit 

Weglassung des Factors x auf beiden Seiten der Gleichung dieselbe 
über in : 

\ ^ / «I , «8 , «« 

(1 — A,a:Hl-A,a:)... (1 — A,a:) 1 — A,x 1— A,x 1— A^-r 

eine ganze Function von x ist mit dem Fac- 
tor X, so verschwindet der linke Theil der Gleichung, wenn man x 
gleich 0 setzt, und man erhält: 

0 r= (J| -F Oj • Ö6. 

was zu beweisen war. 


Da nun x' 
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== { ^2 ^3 + ^2 ^4 + ® } (^2 — ^.i) (^2 — ^«) 

— I — Aj + Aj — Ag -|- £ J. (Aj — Aj) (Aj — AJ 

und wen» man den Werlli von £ = A, — Aj wieder einselzl: 

= { (^2 - y + (^1 - } (^2 - h) (^2 - K) 

- { (^2 - y + (^1 - h) } (^2 - h) (^2 - ^ 4 )- 

Vereiniget man die Glieder der Entwiekelung, welche die 
Fartoren A.^ — Aj mul Aj — Aj zugleich enthalten, und lässt die 
übrigen folgen, so erhält man: 

= (Aj Aj) (Aj Aj) (A , Ag) ' (Aj Ag) (Aj A^) (A( Ag) 

-F (Aj Aj) (Aj Ag) (Aj Aj). 

Setzt man dafür: 

= {(^2-*.) + (^i - ^3) } (^2 - y - y- { (*2 - y .+ ih - ^3) } 

(* 2 -y a,-y + (^ 2 -y {^ 2 -y (^ 1 -^.) 

und entwickelt, so erhält man: 

= (^,-y(i 2 -i-.)ai-y - a,.-y(i 2 -y(^i-y 

+ (^2 - ^5){(^2-^l) (^4-y - (^2-^4) + (^2-y (^1 - ^4) } • 

Man sieht hier, dass die letzten Glieder sich gegenseitig zer- 
stören und nur die beiden ersten Glieder übrig bleiben, deren 
Summe = ist. Man hat daher: 




= ^3- 



Einfacher gelangt man zum Ziele, wenn man die identischen 
Gleichungen: 

(A|— Aj) (Aj Ag) = (A, Aj) (Aj Ag) (Aj Ag) (Aj Aj); 

(ii -y [^2-y = (^t -y (*r. -y - (^, - y (^,v-y 

zur Umformung von /',j benutzt. Denn setzt man in dem ersten 
Gliede von ^12 für die Factoren ( A, — Aj ) ( Aj — Ag ) und im 
zweiten Gliede für die F'actoren (A, — Aj) (Aj — Ag) ihre Werthc 
aus den identischen Gleichungen, so zerstören sich von den vier 
dadurch entstandenen Gliedern in F’,j diejenigen, welche den 
F'aetor (A, — Aj) nicht haben, und die beiden übrig bleibenden 
bilden gerade das Produkt (A, — Aj) 

Da der linke Theil der zuletzt aus der identischen Gleichung 
(13) hervorgegangenen Gleichung ungeändert bleibt, wenn man 
Aj mit Aj oder Ag mit Aj oder Aj mit Ag verlauscht, wodurch die 
Functionen F’, F^ Fg F^ in einander übergehen, so muss auch 
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der leclite Theil derselben F.^ ungeänderl bleiben und inun hat 
mit Rücksicht auf (14) als Antwort auf die oben angeregte Frage 
die identischen Gleichungen: 

Fjt ^ __ 

(15) .... ‘^5 

= F, = F, = F, = F,. 

Cm eine Anwendung von diesen Gleicbungen zu machen, 
stellen wir in der Voraussetzung, dass die sechs Grössen X irgend 
welche seien, die Gleichungen auf: 

(„_A,)(„_A,^) Iß-X,) (ß-X.) - (a-X,) («_A,) {ß-X,) {ß-X,) = 0 

(16) («-;,) («-A3) (ß-X,) iß-X,) - («-A,) («_A„) (|3- A,) ((3-A3) = 0 
(«-A3)(«-A,)(i3-Aß)(,3-A,)-(«-A,l(«-A,)(^-A3)(iS-A,) = 0. 

Diese drei Gleichungen gehen in einander über, wenn man 
für den Index 6 setzt den Index 1 und zugleich die übrigen fünf 
Indices um eine Einheit erhöht. Von ihnen ist jede Gleichung 
die Folge aus den beiden anderen. Denn multi|dicirt man die- 
selben auf einander Ibigend mit den Factoren: 

(« - A3) {ß - A«) -ß-X,] iß- A,) (« - A3) iß - A3) 

und addirt, so sieht man, ohne die l’rodukte aufzulöseii, dass 
mau identisch 0 erhält. 

Es brauchen daher nur zwei von den drei Gleichungen (16y 
erfüllt zu sein, die dritte wird von selber erfüllt. Da aber zwei 
von den drei Gleichungen durch gewisse Werthe der Unbekann- 
ten «. ß immer erfüllt werden können, so erfülleti auch die durch 
die beiden Gleichungen bestimmten Werthe der Unbekannten die 
dritte Gleichung 

Jede der drei Gleichungen (16) ist die Bedingung für die 
Involution von sechs Funkten auf einer geraden Linie, der beiden 
durch die Gleichungen FJ, — «F, = 0, F„ — ^F, = 0 dar- 
gestellten Punkte «, ß und vieren von den Punkten 1 2 ... 6, 
und die drei Gleichungen selbst drücken analytisch den Satz aus; 

(17) . . . Wenn irgend sechs Punkte 1 , 2 ... (5 auf 
einer geraden Linie gegeben sind, so giebt es immer 
ein Punktepaar «, ß, welches gleichzeitig mit den 
beiden Punktepaaren 1, 2 und 4, 5, mit den beiden 
Punktepaaren 2,3 und 5,6 und mit den beiden Punkte- 
paaren 3, 4 und 6 , 1 eine Involution bildet. 
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Diridirt man jede von den Gleicliungeii (16) dnrcli a — ß, 

SU erhält man mit Rücksicht auC (15): ' 

H, - a) {k, - kß iß -k,) + {k,- ß) (1, - k,} («- 1,) = 0 

(18) . . (k,-a) (k,-k,) iß-k,) + {k,-ß) {k,-k,){a-k,) = 0 

(1, - «) (Ai-Aj) {ß-k,\ + (A.,-|3) (A„-A,)(«-A,) = 0. 

In dieser Form sieht man es den Gleichungen nicht mehr 
an, dass sie mit den oben angegehenen Factoren inultiplicirt und 
addirl 0 geben. Wir legen darauf auch weiter kein Gewicht, 
behalten aber die Eigenschaft dieser Gleichungen im .\uge, dass 
die Werthe von « und ß, wie sie sich aus zwei Gleichungen er- 
geben, auch der dritten Gleichung genügen. 

Wir wollen nun untersuchen, wie die Werthe von a und ß 
aus zwei von jenen Gleichungen gefunden werden können. 

Entwickeln wir zu diesem Zwecke die Gleichungen (18), so 
nehmen sie die Form au: 

A,aß + ß, (a -F ß) + C^ =0 ,| 

(19) .... A.,aß + B, {c, + ß) + = 0 

A.,aß + B., (o -F |S) -F = 0. 

indem die neun Goeflicienten A, B, C gewisse Functionen der ge- 
gebenen sechs Grössen A bedeuten. 

Es sind dieses lineare Gleichungen, wenn man die Grössen 
« -F (3 unil aß als die Unbekannten betrachtet. Löset man zwei 
von diesen Gleichungen nach den Unbekannten auf, so erhält 
man Gleichungen von der Form: 

«-F|3 = ^ aß = B 
und man kann eine (|uadratischc Gleichung bilden: 

A''* — ^A -F ß = 0, 

deren Wurzeln die gesuchten Grössen a und ß sind. Man hat 
also nur ein Punktepaar a, ß, welches zweien von den Gleichun- 
gen (19) genügt, und dieses genügt auch der dritten Gleichung. 

Wenn mau in den Gleichungeh (19) setzt: a = ^ = A, so 
gehen sie über in: 

A, A- -F 2 B, k + C, = 0 

(20) A,k^ -F 2^jA 4-^2 = 0 

A,k^ -F 2B,k + C, = 0. 
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Kiese Gleichungen bestehen aber nicht iiielir zugleich wie 
die Gleichungen (19). aus welchen sie auf die angegebene Art 
hervorgegangen sind. Es sind eben anders gestaltete Gleichun- 
gen, die einzeln eine geometrische lnteri)rclalion verlangen. 

Die erste Gleichung (19) ist die Kedingung, dass die Punkte- 
paare aß; 12; 4 5 eine Invoinlion bilden. Kurch diese eine 
Gleichung ist das erste Punktepaar aß nicht hestiniml, wenn 
die beiden anderen gegeben sind. Für jeden Punkt a giehl es 
einen entsprechenden ß. Man katin daher nach der Lage des 
Punktes a fragen, dessen entsprechender Punkt ß mit ihm zu- 
sainmenl'älll. Kiese Fi’age beantwortet die ei'ste Gleichung (20), 
welche aussagt, dass es für tien Punkt a zwei Lagen giehl, in 
welchen der Punkt « mit seinem entsprechenden ß zusammenfällt. 

Wenn wir diese beiden Lagen des Punktes a als ein Punkte- 
paar A auffassen, so beslimmen die Wurzeln A', A" der ersten 
Gleichung (20) dieses Punktepaar. Ka man nun hat; 

A'A" = A' + A"= — 

so lässt sich nach der zu Anfang der Vorlesung fesigeslellten 
Regel auch die Gleichung dieses Pnnklepaares A leicht angehen; 

.4, -F 2B^ v„ r, -F C\ IV = 0. 

Kieses Pnnklepaar A ist harmonisch sowohl zu 
dem Punktepaare 12 als zn dem Punktepaare 45. 

Kiesen Satz kann man sich in folgender .Art klar machen: 

Nach dem Satze (14) der fünften Vorlesung giehl es ein 
Punktepaar A, welches harmonisch ist sowohl zu dem gegebenen 
Punktepaare 12 als zu dem gegebenen Punktepaare 45. Alle 
Punktepaare aß, welche mit den gegebenen lieiden Pnnktepaaren 
eine Involution bilden, sind nach der Definition der Invoinlion har- 
monisch zu dem Punktepaare A und umgekehrt jedes Punktepaar a)3, 
welches harmonisch ist zu dem Punktepaare A, bildet mit den ge- 
gebenen beiden Punktepaaren eine Involution. Das Punktepaar aß 
der Invoinlion, welches sich in einem Punkte vereiniget, ist daher 
auch harmonisch zu dem Punktepaare A, und fällt mit einem der bei- 
den Punkte A zusammen. Es giebt aber nur zwei Punkte, in deren 
jedem sich das zum Punktepaare A harmonische Pnnklepaar aß in 
, einem Punkte vereiniget. Dieses sind eben die beiden Punkte A. 
Sie sind also harmonisch zu jedem der gegebenen Punktepaare. 
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Wie die zulelzt aiifgcstellle Gleichung aus der ersten Glei- 
chung (20) hervorging, so gehen die Gleichungen: 

A, + 2 ff, r, F, -h C, F,2 = 0 

(21) ... . A^ lY + 2ffj Fo F, -t- Cj J\\= 0 

A, + 2ffs F„ F, + f',* = 0 

aus den Gleichungen (20) hervor. 

Die erste Gleichung stellt, wie bereits bewiesen wurde, das- 
jenige Punktepaar dar, welches harmonisch ist zu den Punkte- 
paaren 12 und 4.5. Die zweite Gleichung ist ebenso dqr ana- 
lytische Ausdruck desjenigen Punktepaares, welches harmonisch 
ist zu den Punktepaaren 2.3 und 45. Die dritte Gleichung 
endlich repräsentirt dasjenige Punktepaar, welches liarmoiiisch 
ist zu den Punktepaaren 45 und (!1. 

Da nun diese Gleichungen zugleich erfüllt werden, wenn man 

für F„*. F„ F,, F,‘^ respective setzt aß, 1, weil sie da- 

durch in die Gleicinnigen (19) übergehen, so können wir mit 
Rücksicht auf (7j den Satz aussprecheii : 

(22) . . . Wenn irgend sechs Punkte 12... 6 auf einer 
geraden Linie gegeben sind, und man construirt drei 
Punktepaare, von welchen das erste harmonisch ist 
zu den Punktepaaren 12 und 45, das zweite harmo- 
nisch zu den Punktepaaren 23 und 56, das dritte 
harmonisch zu den Punktepaaren 34 und 61, so bil- 
den die drei construirten Punktepaare eine Invo- 
lution. 

Retrachten wir irgend vier Punkte 1 2 3 4 auf einer geraden 
Linie, die durch die vier ersten Gleichungen (9) gegeben seien, 
so können wir aus ihnen drei Gruppen von Punktejvaaren 

12, 34; 23, 14 und 13, 24 bilden. Die Redingungen. dass 
ein Punktepaar «, ß, ausgedrückt durch die Gleichungen 

F|| — « F, 1 = 0, F|, — (3 F, = 0, harmonisch sei zu der letzten 
Gruppe 13, 24, stelhni die Gleichungen dar: 

a — 1| ß — i| . « — 1, ß — 1, 

a I3 ß or — Z, ß — Z4 

Multiplicirl iiihii diese Gleichungen und dividirt sie durch 
einander, so erhält inan: 
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(a-Al) («-;,) (^-A3) iß-X,) = (a-y {a-X,) iß~X,) (ß-X,) 
[a-X,) {a-X,) iß~X,) (ß-X,) ^ («-A^) («-A^) (^-A,) (ß-X,) 

die Bedingungen der Involution des Punklepaares « ß mit der 
ersten Gruppe 12, 34, und der zweiten Gruppe 23, 14. Daraus 
entspringt der Satz: 

(23) . . . Beliebige vier Punkte auf einer geraden 

Linie bilden drei Gruppen von zwei Punktepaaren. 
Dasjenige Punktepaar, welches harmonisch ist mit 
jedem Punktepaare einer Gruppe, bildet eine Invo- 
lution mit den Punktepaaren der beiden anderen 
Gruppen: und dasjenige Punktepaar, welches mit 

zwei Gruppen eine Involution bildet, ist harmonisch 
mit jedem Punktepaare der' dritten Gruppe. 

Es sei nun ßf dasjenige Punktepaar, welches harmonisch 
ist sowohl mit dem Punktepaar 12 als mit dem Punktepaar 34 
der ersten Gruppe. Dieses Punktepaar ßj ist harmonisch 
nicht allein mit den genannten beiden Punktepaaren, sondern 
auch mit dem Punktepaar a /?, weil die Punktepaare 12 , 34, aß 
eine Involution bilden. Wir haben daher den Satz; 

(24) . . . Beliebige vier Punkte auf einer geraden 
Linie bilden drei Gruppen von zwej Punktepaaren. 
Construirt man drei Punktepaare, von denen jedes 
harmonisch ist mit den Punktepaaren einer Gruppe, 
so sind je zwei construirte Punktepaare harmonisch. 

Mit diesem Satze werden wir uns in der folgenden Vorlesung 
eine geometrische Anschauung von der Auflösung biquadratischer 
Gleichungen verschaffen. 
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Siebente Vorlesung. 

\ 

Die Auflösung biquadi’atischer Gleichungen. 

Eine biquailratische Gleiclumg: 

( 1 ) . . . + «, =■ 0 

mit den gegebenen fünf Cüef(icienten a anflosen, lieis.st bekannt- 
lich die vier Wurzeln A, , A^, A3, A, bestimmen, welche, für A in 
die Gleichung gesetzt, derselben genügen, oder die gegebene 
Gleichung in ihre Factoren zerlegen: 

( 2 ) . . . «„ (A - A,) (A - A3) (A - A3) (A - A,) = 0 . 

Um mit dieser Gleichung eine geometrische Vorstellung zu 
verbinden, nehmen wir irgend zwei durch ihre Gleichungen 
^,1=0 und ^,=0 gegebene l'nnkte als Fnndamenlaipnnkte 
der geometrischen Anschauung. Jeder Funkt der geraden Linie, 
welche durch diese Funkte geht, wird durch <lie Gleichung dar- 
gcstellt: 

( 3 ) J, - U^^O. 

Setzen wir den Werth von A ans dieser Gleichnng in die 
Gleichung, welche wir erhalten, wenn wir einen der vier Fac- 
toren in ( 2 ) gleich 0 setzen, zum Beispiel in die Gleichung 
A — A, = 0 , so erhalten wir A,, — A,/f, = 0 , die Gleichung 
eines ganz bestimmten Funktes der geraden Linie. Dieser Funkt 
ist bestimmt durch die erste Wurzel A, der hiquadratisclien Glei- 
chung (1). 

So entspriclit jeder Wurzel der hiqnadratischen Gleichnng 
ein Funkt der geraden Linie, und wir werden sagen, die hiqua- 
dratische Gleichung ( 1 ) rcpräsentire vier bestimmte Funkte 
A|, A.3, A3. A3, deren Gleichung 'ans ( 1 ) erhalten wird, wenn man 
den Werth von A aus ( 3 ) einsetzt. 

Die Redingungsgleichnng der Involution 

(is-Aa) (A2-A5) + (A,.,-A,3) (A3 -A3) (A,-A,,) =0 
von drei Fnnktepaaren A, Aj; A3 A3; Aj Ag, welche bekanntlich 
nngeändert hlcihl, wenn man die Funkte eines Faares oder auch 
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I 

ein Punktepaar mit einem anderen vertausclit, gellt über in die 
in A quadratische Gleichung: 

(A-A 3 ) (A-A.J + (A-AJ (A-A,) (A 3 -A 3 ) = 0. 

wenn man setzt A- = A^ = A. Sie repräsentirt das Punktepaar 
aß, welches harmonisch ist sowohl mit dem Pnnktepaare A, Ao 
als auch mit dem Punktepaar A^ Aj. Denn man erhält die Glei- 
chungen dieses Punktepaares, , wenn man in (3) für A die Wur- 
zeln nr, ß der quadratischen Gleichung setzt. 

Auf diese Weise repräseiitiren die drei Gleichungen: 

(A-A,) (A-A,) (A,-A,) + (A-AJ (A-A,) (A..-A.J = 0 

(4) . . (A-A,) (A - A,) (A, - A,) + (A-A,) (A-A.,) (A, - A,) = 0 

(i_g (A_A,) + (i_A,) (A-A,) (A,-A,) = 0 

die drei Punktepaare aß; , von welchen der letzte 

Satz der vorhergehenden V'orlesiing handelte. Das erste Punkte- 
paar aß ist nämlich harmonisch mit A, A, und A, A,, das zweite 
o, ß^ ist harmonisch mit A, A, und A, A,, das dritte ist harmonisch 
mit A, A, und A, A,. 

Diese drei Gleichungen, welche unsymmetrisch sind in Rück- 
sicht auf sämmtliche Wurzeln A, A, A, A, der hiquadratischen Glei- 
chung ( 1 ), lassen sich einzeln rational nicht bilden, wenn man jene 
Wurzeln nicht kennt. Da aber durch heliebige Vertauschungen 
der vier Wurzeln die drei Gleichungen entweder ungeändert blei- 
ben oder in einander übergehen, so wird das Produkt jener 
Gleichungen 

(jj) C = 0 ■ 

bei allen möglichen Vertauschungen der vier Wurzeln der hi- 
quadratischen Gleichung ungeändert bleiben, lüs wird C eine 
ganze Function des sechsten Grades in Rück.sicht auf A, eine 
ganze symmetrische Function der Wurzeln der biipiadratischeu 
Gleichung (1) sein. 

Die Algebra lehrt ganze symmetrische Functionen der W'ur- 
zeln einer algebraischen Gleichung durch die Goeflicicntcu in 
dersclhen rational ausdröcken. Denken wir uns nun die von der 
Algebra vorgeschriebenen Regeln auf den vorliegenden Fall an- 
gewendet, so erscheinen in der Entwickelung von: 

( 6 ) . . . c„A« -I- c,A-- + c.,A^ + c,A3 + . . . + c. 
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die sieben Coeflicienten c als bekannte rationale Ausdrücke der 
Coefficienten u in der gegebenen biquadratischen Gleichung. Wir 
werden deshalb, ohne die Rechnung durchzürühren, annehinen, 
dass die sieben Coefficienten c in der Gleichung (5), welche die 
drei Punktepaare aß, a^ß.^ repräsentirt, ebenso bekannt 

seien wie die fünf Coefficienten a in der gegebenen biquadrati- 
schen Gleichung (1). 

Wir gehen nun darauf aus, die nunmehr bekannte Gleichung 
(5) C — 0, das Produkt der drei Gleichungen (4), ohne die 
Wurzeln der biquadratischen Gleichung (1) zu kennen, in die 
drei Gleichungen (4) zu zerlegen, die wir entwickelt so dar- 
stellen ; 

i* — pl 4- q — 0 

(7) -Pi^ + 91= 0 

4 * — Pi^ + q2= 0. 

Dazu dient der Satz (24) der vorhergehenden Vorlesung, 
welcher aussagt, dass je zwei Punktepaare aß; j3, ; a^ß.^ 
harmonisch sind uud welcher algebraisch ausgedrückt drei Re- 
latiüiieii zwischen den sechs Wurzeln der Gleichung (5) C’=0 giebt. 
Um diese drei Relationen aufzustellen, bemerken wir, dass: 

(8) " + ß=P + ßt=Pl “2 + ^2 = Pi 

aß=q a,ß,=q, a^ß.^ = q.^, 

woraus sich sofort die drei Relationen ergeben: 

— i Pl P2 + ?2 = 0 

(9J 9i — ^PiP + !? = 0 

? — i P Pi + = 0, 

welche eben aiisdrücken, dass jedes der drei Punktepaare har- 
monisch ist mit jedem anderen von ihnen. 

Die Verhältnisse der Coefficienten c in C sind die bekannten 
syininetrischeii Functionen der sechs Wurzeln aß a^ß^ a^ß., der 
Gleichung C — 0, welche sich nach (8) so nusdrücken lassen: 

— ^ == P + Pi + P2 

(10) ... ^ =PiPi 4- PiP 4- ppi + V + Vi + Vi 

— =PP| P2 + V(Pl +P*)+ Vl (p. +P) + V2(P + Pl)' 

Cp 
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Da man aber nach (9) hat: 

4y = — PiPj + PaP + PPi 

(11) — paP + ppi 

4'?a= P)P2 + PiP — PPi, 

so kann man die vorhergehenden Gleichungen (10) bequemer so 
darstellen : 

<=1 I I 

- r = p + Pi + P2 

( 12 ) • • ■ i?- = P1P2 + PiP + PP\ 

*•0 

9 Co ^ 

— t;^=PPlP2- 

Hieraus bilden wir nun die kubische Gleichung: 

(13) . . . c„p=* + c,p2 + I^Cjp + IC 3 = 0 , 

deren Wurzeln die gesuchten Coefficicnten p p^ pj in den qua- 
dratischen Gleichungen (7) sind. 

Um den Cocfficienten q bequem durch den ihm entsprechen- 
den Coefücienten p auszudrücken, addiren wir die beiden aus 
(11) und (12) genommenen Gleichungen: 

49 = — PiP2 + P 2 P + PPl 

= P1P2 + P2P + PPi. 

multipliciren mit y wie folgt: 

2 Co ? + I «2 = C() p (p, -I- Pa) 

und -setzen für p, -|- pa den Werth aus der ersten Gleichung (12), 
wodurch wir erhalten: 

2c„c/ -h = — CoP“'* — <^iP- 
welche Gleichung mit Benutzung von (13) übergeht in: 

(14) c„5r = |ca -f icjj. 

Wollten wir vermittelst dieser Gleichung J» durch q aiis- 
drücken und den Werth von p in die kubische Gleichung (13) 
cinsetzen, so würden wir eine kubische Gleichung in q erhalten, 
deren Wurzeln die gesuchten Coefficienten q in den quadratischen 
Gleichungen (7) sind. Vir ziehen es jedoch vor, bei der einen 

Hesse, Analyt. Gt'otncln d. Ebene. I. (3 
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kubischeu Gleichung (13) zu bleiben iiiul die. Coefficienten q der 
r|uadralischen Gleichungen (7) durch die ihnen entspi't^clienden 
Goefficienlen p verinitlelst (14) auszudrficken, welche die Wurzeln 
der kubischen Gleichung (13) sind. 

Wir haben es auf diese Weise erreicht, dass wir durch .Auf- 
lösung der kubischen Gleichung (13), deren CoefGcieulen ganze 
rationale Functionen der Coefficienten der gegehenen biquadra- 
tischen Gleichung (1) sind, jede von den quadratischen Gleichun- 
gen (7) rational durch eine der drei Wurzeln der kubischen Glei- 
chung darstellen können, ohne die IVurzeln A der gegebenen 
biquadratischen Gleichung (1) seihst zu kennen. Es bleibt noch 
übrig zu zeigen, wie daraus die Wurzeln der biquadratischen 
Gleichung gefunden werden. 

Die erste qu£^tlratische Gleichung (7), deren Wurzeln a und ß 
sind, repräsentirt, wenn wir setzen: 


(15) .... A„ — aAf = A; A„ — ßA^ = B 
das Punktenpaar a, ß: 

(16) A = 0; B = 0. 


Diese beiden Punkte führen wir nun als die Fundainental- 
punktc an Stelle der früheren .4,, = 0 und A, = 0 ein, indem 
w-ir auf Grund von (15) setzen: 


(17) 


, _ 6A — aB , A — B 


Dadurch geht die Gleichung (3) irgend eines Punktes auf 
der geraden Linie, auf welcher die Fundainentalpunkte . liegen, 
über in die Gleichung: 

(18) A — pB = 0, 


indem man hat: 

(19) '. . 1 = 

Durch Substitution des Werthes von A aus (19) in die ge- 
gebene biqnadratische Gleichung (1) transformiren wir min letz- 
tere in eine in p biquadrutische Gleichung, bezogen auf die Fun- 
damentalpunkte aß. * 
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In dieser nach Potenzen von ft entwickelten Gleichung fehlen 
die heiden Glieder, welche die ungeraden Potenzen als Factoreu 
haben. Da nämlich das Punktepaar A, harmonisch ist mit 
dem Piinktepaare n/3, so stellen sich die Gleichungen der ersten 
Punkte in der Form dar: 

A — = 0 A + n, B != 0, 

und ihr Produkt in der Form: 

(20) ft^ - ft,* == 0, 

wenn man für ^ nach (18) ft setzt. 

■Ebenso wird das mit aß harmonische Punktenpaar Aj re- 
präsentirt durch eine Gleichung von der Form: 

(21) ft* - ft3* = 0. 

Da aber das Produkt der Gleichungen (20) und (21) die vier 
Punkte der* gegebenen bi(|uadratiscben Gleicbung rej)räsentirt, so 
sieht man, dass die durch die Substitution von (19) transformirtc 
biquadratisebe Gleicbung die Form bat: 

(22) •. + *2 ft' + ö, = 0. • 

Diese in ft* quadratische Gleichung wird man nun aufznlüsen 
lind ihre vier Wurzeln nach einander in (19) einznselzen haben, 
um die gesuchten Wurzeln A der gegebenen biquadratiseben 
Gleichung (1) zu erhalten. 

Die vier Wurzeln der gegebenen biquadratiseben Gleichung 
(1) stellen sich auf diese Weise dar als Ausdrücke einer einzigen 
Wurzel der kubischen Gleichung (13), während man gewohnt ist, 
bei Auflösung biquadratischcr Gleichungen alle drei Wurzeln der 
kubischen Gleichung, auf welche das Problem zurückführt, gleich- 
mässig zu verwenden. Wir lassen deshalb noch eine zweite Auf- 
lüsungsart folgen. 

In dieser Absicht drücken wir die bekannte Eigenschaft des 
Pnnktepaarcs a ß, dass es sowohl mit dem Punktepaare A, A._, 
als mit dem Punktepaare A 3 A, harinoniscb ist, durch die Glei- 
chungen aus: 

^1 ^2 ~ -i' (^1 + ^2) P y = 0 
i (^3 + P + V = 0. 

G* 
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Durch Addition erhalten wir: 

= -i^P - 2g, 

• Og 

und wenn wir für g seinen Werth (14) setzen; 

(24) ... A, 1, + = - r-t-p _ I - I . 


I 


Wir haben ferner die Werthe der symmetrischen Functionen : 


A ,2 -I- Aj 2 + Aj* + A,^ = 


(25) . 


«o‘ 


2 ^A, A2 + Aj A3 + ... ^3^4^ — 


“0* 


Multipliciren wir nun die Gleichung (24) mit 4 und addiren 
sie zu (25), so wird die Summe: 

{a, + A2 _ A3 - A4}* = lejc'p + C3 + c, j}. 
wenn wir, um abzukürzen, setzen: 

16 e' = — 2-^ 


(26) 


16 Cfl = — 


^0 


* — 4 «o «2 
, i 
0 


16^^. = - I ? 


und daher: 


(27) ... X, + X^-l^-l, 


4 j/ {e'p + c„ + c, 


Wir stellen nun die Gleichungen zusammen, deren Summe 
oder Differenz die Wurzeln A der biquadratischen Gleichung (1) 
geben; 


(28) . . . 


li + I2 + ^3 + ^4 = 

Aj “F A2 A3 A4 — 

Aj Aj I3 "F ^4 = 


^1 


Aj + A3 — A4 — 


4 y je > + c„ + Cj i} 

4 y y Pi + <?o + «1 
4 y |e'pj +e„ + i}. 


Die erste Gleichung ist der bekannte Ausdruck für die Summe 
der Wurzeln der gegebenen biquadratischen Gleichung (1). Die 
zweite Gleichung, aus (27) genommen, ging aus der Retrachtiing 
des Punktepaares aß hervor, welches der -Wurzel p der kubi- 
schen Gleichung entspricht. Ebenso gehen die beiden letzten 
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Gleichungen aus der Betrachtung der Punktenpaarc «j und a.^ ß^ 
hervor, welche den beiden letzten Wurzeln />j und pj kubi- 
schen Gleichung entsprechen. 

Ganz willkürlich sind die Vorzeichen der drei Quadrat- 
wurzelgrössen in (28) nicht. Denn man erhielte eben acht Wur- 
zeln der gegebenen biquadratisclien Gleichung (1), wenn man die 
Vorzeichen beliebig wählen wollte. Es bleibt daher noch übrig, 
die Wahl der Vorzeichen durch eine geeignete Bedingung einzu- 
schränken. 

Wir bemerken zu diesem Zwecke, dass, wenn wir die drei 
letzten Gleichungen (28) mit einander miiltipliciren, das Produkt 
auf der linken Seite der resultirenden Gleichung eine symme- 
trische Function der Wurzeln der biquadratisclien Gleichung ist, 
die sich durch die Coeffieieuten der Gleichung rational ausdrücken 
lässt. Bezeichnen wir nun diesen Ausdruck, dessen Vorzeichen 
unzwcirelhaft ist, mit D, so haben wir die gesuchte Bedingung: 

(29) D=&ij/ |<’Pi+^ti+^i~}/^ |®P2+^o+^i];^}> 

nach welcher das Vorzeichen einer Ouadratwurzel bestimmt wird 
durch die beiden anderen, welche willkürlich bleiben. 

Es kann genügen, in dem Vorhergehenden die Möglichkeit 
der .Auflösung der biquadratisclien Gleichung nach der kubischen 
Gleichung auf dem vorgezeichneten Wege eingesehen zu haben. 
Der wirklichen Ausführung stellt sich die Schwierigkeit entgegen, 
die symmetrische Function C in (6) der Wurzeln der bi(juadra- 
tischen Gleichung durch die Goefficienten in der letzteren aus- 
zudrücken. Diese Schwierigkeit lässt sich auf dem gewöhnlichen 
AVege nur durch unerquickliche Rechnungen überwinden. Da es 
aber doch interessant ist, zu sehen, wie unsere .Auflösung der 
biquadratisclien Gleichung (1) übereinstimmt mit der bekannten 
Auflösung in dem Falle, wo = 1, oj z= 0 ist, so geben wir 
die Werlhe der vier ersten Coeffieieuten e in der Gleichung 
C = 0 für den angegebenen Fall ohne Beweis: 





♦) Wenn man in dem Unken Theile der biquadratisehen Glciclmng 
(1) für t setzt — und mit y* multiplicirt, so erhält man eine homogene 
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Setzt man diese Wcrthe der Coefficienten c in die kid)ische 
Gleichung (13), so erhält inan: 

(31) ... — « 3 P'‘ + (« 2 * — 4«,) + 2 a.^a.^p + « 3 * = 0. 

Ks wird ferner, da = 1 , a, == 0 aus (25): 

(32) e' = 0, «0 = 0, r, = 

und wenn man setzt; 


(3.3) ;> = tp’ 

so geht die kubische Gleichung (.31) über in: 


(34) 


P> + !äp2 + 


16 


^ = 
64 


während die Gleichungen (28) die Gestalt erhalten: 

+ I2 + ^3 + ^ 

A + A A — k, = il/y 
' A, — Ij - A 3 + 1 , = 4/i^ 

A, - A, + A3 — A3 = 4/P3, 


indem P die Wurzeln der kubischen Gleichung (34) be- 

deuten. 

Dieses sind die bekannten Auflüsungcn der gegebenen bi- 
(luadratischen Gleichung (1), wenn = 1 , «j = 0. 


Function u der Variabein x, y vom vierten Grade. Rezeichnet mau 
hierauf mit 0 und w die Ausdrücke: 

. <Pu (Pu (Pu 1 

dy'^ dx dy dxdy) 

. ( du dv du dv \ 

dx dy dy dx }’ 

so wird, wonn man setzt x = A, y=l; ic = 0 gerade die Gleichung 
C = 0 selbst in dem allgemeinen Falle, wonn die fünf Coefficienten « 
in der biquadratischen Gleichung (1) irgend welche Wcrthe haben. 

Aus der so gebildeten Gleichung m = 0 sind jene Werthe (3Ü) der 
fünf Coefficienten c berechnet. Crelles Journal Rd. 52. p. 4. 

Den Beweis zu geben beabsichtiget diese .Anmerkung nicht. Sie 
soll nur dienen neben dem Hinweis auf neuere Untersuchungen als 
Controlle der Rechnung. 
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Uni die Vorzeichen der drei Quadralivurzeln richtig zu he- 
schräuken, diente die Gleichung (29), in welcher D das Produkt 
der linken Theile der drei letzten Gleichungen (28) oder (35) 
bedeutet. Setzt man für die negativen Glieder in jedem dieser drei 
Factoren von D die entsprechenden positiven Glieder vermittelst 
der ersten Gleichung (35), so wird: 

D = 8 (A, + l,) (A, + A3) (A, + A,). 
und nach Potenzen von A, entwickelt: 

g‘= + ^3 + ^1) (^3^3 + AjA, + A3 A^) A, + A2A3 A|. 

Pa nun die Summe der beiden ersten Glieder der Ent- 
wickelung nach der ersten Gleichung (35) verschwindet, so 
haben wir: 

■g — ' ^1^3 ^3 ~l” ^3 ^3^-1 ^3 ^1^1 “P A3 Aj A2 — Oj, 

und die Gleichung (29) geht über in: 

( 33 ) — 7 = 


Achte Vorlesung. 
Linienpaare und Punktepaare. 


Nachdem wir in den vorhergehenden Vorlesungen Linien- 
systeme und Punktesysteme betrachtet haben, von welchen jede 
gerade Linie und jeder Punkt durch seine Gleichung analytisch 
ausgedrückt wurde, so haben wir in der sechsten Vorlesung den 
Anfang gemacht, Punktepaare und l.inienpaare, jedes Paar durch 
eine Gleichung darzustellen. .Man wird den Vortheil der neuen 
.Xusdrucksweise nicht für gering achten, wenn man sich die daraus 
gezogenen Hesultate der letzten Vorlesungen vergegenwärtigt. 

Um aus der genannten Ausdrucksweise weiteren Vortheil zu 
ziehen, nimmt diese Vorlesung denselben Gegenstand zur aus- 
führlichen Discussion wieder auf. Es werden sich bei dieser Gc- 
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legjnheit dieselben Fragen freilich wieder erlieben, welche wir 
bereits beantwortet haben. Da aber die Voraussetzungen hier 
eben andere sind, so werden auch die Antworten darauf ein ganz 
anderes Gewand tragen, in welchem sie den frfdieren wenig ähn- 
lich sehen. Doch das ist eben das Wesen der Mathematik, dass 
sie zeigt, was gleich ist, so verschieden es auch in der Form 
sei, und was ungleich ist. Hätten wir ein bewiesenes Criterium 
dafür, was gleich ist, was ungleich, so brauchten wir nur die 
Resultate dieser Vorlesung nicderzulegcn; die Beweise würden 
sich aus jenem Criterium von selbst ergeben. 

Wir wiederholen, dass das Produkt der Gleichungen von 
zwei geraden Linien das Linienpaar, und dass das Produkt der 
Gleichungen von zwei Punkten das Punktepaar analytisch dar- 
stellt. Diese Gleichungen sind entwickelt von der Form: 

( 1 ) . . . + '2a^^^xy + a^^y^ + + + a.^^ — 0. 

(2) . . . «uqU* + 2a„,i<r -J- + 2o„jU + ^a^^v + a^^ — 0. 

Es werden aber nicht alle Gleichungen von dieser Form 
Linienpaare oder Punktepaare darstellen. Die Bedingung, dass 
sie Linienpaare oder Punktepaare ausdrücken, ist, dass die Aus- 
drücke zweiter Ordnung links von dem Gleichheitszeichen sich 
in lineare Factoren zerlegen lassen. Welches auch die linearen 
Factoren seien, in welche der Ausdruck (1) links vom Gleich- 
heitszeichen zerfällt, das Produkt wird immer die Form annehinen 
können : 

(3) . . . X (mjX -I- -f 1) [u^x + v^y -}- 1). 

Soll aber dieses Produkt jenem Ausdrucke (1) gleich sein, 
so müssen die Coefficienten der Potenzen und Produkte der 
Variabein in (1) den entsprechenden Coefficienten in der Ent- 
wickelung des Produktes gleich sein. Setzen wir die einen den 
anderen gleich, so erhalten wir sechs Gleichungen zwischen den 
fünf Unbekannten A Mq v^y Wj »j. Fünf von diesen Gleichungen 
bestimmen die fünf Unbekannten. Setzen wir die Werthe der- 
selben in die sechste Gleichung, so erhalten wir die Bedingung 
zwischen den Coefficienten in (1), welche erfüllt sein muss, wenn 
jene Gleichung (1) ein Linienpaar darstellen soll. Wir können 
uns daher die Aufgabe stellen: 
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Uiu üudingungsgleicliung zwischen den sechs 
Coefficienten a in der Gleichung (1) oder (2) zu lin- 
den, welche erfüllt sein muss, wenn diese Gleichun- 
gen ein Linienpaar oder ein Punktepaar darstellen 
sollen. 

Zu diesem Zwecke vertheilen wir die oben erwähnten sechs 
Gleichungen in drei Systeme von drei Gleichungen: 

«dü = |-(“i“ü + «u“l) = f «02 = |(“o + «l) 

««1 = 1 («t*’o + ««t'i) «n=|-(*’i»o + *'o«i) «12=1 k + «'i) 

«02 = -|{«l +«« ) «12=^(*'l +»« ) «22 = |(1 +!)• 

üezeichnen wir nun mit a;| und die Coordinaten des 

Punktes, in welchem sich die beiden durch (1) dargestellten ge- 
raden Linien schneiden, so haben wir: 

+ ''«yi + 1 = 0 

tl^x^ -t- v^y^ + 1 = 0. 

Multipliciren wir hierauf die Gleichungen jedes der drei Systeme 
der Keihe nach mit x^ y, 1 und addiren, so erhalten wir mit 
Berücksichtigung der beiden letzten Gleichungen: 


'«« «-1 

+ 

«Ul yi 

+ 

«02 

= 0 

'ül«^l 

+ 

«iiyi 

+ 

«12 

=: 0 

'02«^1 

+ 

«12 yi 

+ 

«22 

= 0, 


woraus durch Elimination von x^ und y, die gesuchte Bedingungs- 
glcichuiig hervorgeht: 

(5) . . «o«öiia22 + 200,002012 — — — a22««i^ = 0. 

Der Ausdruck (3) ändert nur seine Form, wenn man in ihm 
von dem ersten linearen Factor den Ausdruck «o + *’«yi + 1=0 
und von dem zw eiten linearen F'aetor den Ausdruck u^x^ +C|yi + 1=0 
abzieht. Dadurch nimmt er aber die Gestalt an: 

A |«o [x — or,) + t'o (y — y,)| |u, {x — x^) + r, (y — y,)|. 

Ersetzt man in der Entwickelung dieses Ausdruckes nach den 
Dilferenzen x — a:, und y — y, die schon erwähnten 5 Unbe- 
kannten mittelst der obigen drei Systeme Gleichungen durch die 
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Coefficienten in (1) und bemerkt, dass dieser Ausdruck dem Aus- 
drucke (1) links vom Gleichheitszeichen äquivalent ist, so sieht 
man, dass unter der Bedingung (5), weiche sagt, dass die Glei- 
chung (1) ein Linienpaar darstelle, diese Gleichung (1) sich auf 
die Form zurückführen lässt: 

«00 + 2n„, (a: — a;,) — -f {y — y^)^==0. 

•Da die Gleichung (2) unter der Bedingung (5) eine ähnliche 
Umformung zulässt, so können wir kurz sagen: 

Wenn die Gleichungen (1) und (2) respective ein 
Linienpaar oder ein Punktepaar darstelleii, was un- 
ter der Bedingung (5) immer zutrifft, so lassen sich 
diese Gleichungen auf die Form znrückführen: 

(6) . . . auu(x — a:i)* -f- 2a,„(a;— — y,)-f a„(y— y,)2=0 

(7) . . . «Qo(w — «,)* -L — W|) (p — r,)-|- y,)* = 0. ^ 

In diesen Gleichungen bedeuten die Grössen x^ und j/j, die. 
durch zwei von den Gleichungen (4) definirl sind, die Coordinaten 
des Schnittpunktes der beiden Linien (1), und «, und Vy die 
Coordinaten der geraden Linie, welche durch das Punktepaar (2) 
geht und welche sich aus irgend zwei von den folgenden drei 
Gleichungen berechnen lassen: 


«00«! 

+ 

«01 fl 

+ 

«02 

= 0 

«01 «1 

-1- 

«Hfl 

+ 

«12 

= 0 

«02«! 

+ 

«12 fl 

+ 

«22 

= 0. 


Den Winkel v zu bestimmen, welcher von dem 
durch die Gleichung (1) unter der Bedingung (5) ge- 
gebenen Linien paar gebildet wird. 

Wählen wir für die linearen Factoren, in welche der Aus- 
druck der zweiten Ordnung links vom Gleichheitszeichen in (1) 
zerfällt, ihre Normalformen, so können wir für den Ausdruck (3) 
auch setzen: 

fl {x cos (I -f- 1 / cos ß — 6) (x cos cty -j- y cos ßi - <5.) 
und wir haben: 

fl, II, = ft COStl cos«, 2rt„, = fl (cos« cos(J, cosß cos«,) 

«I, = fl cos /3 cos ßy. 
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Addireii wir die erste und die letzte von diesen (lleicliungen, 
so wiiol: 

«00 + «ll = cos V. 

Qnadriren wir die zweite Gleichung und ziehen das vier- 
fache Produkt der ersten und dritten Gleichung ah, so erhal- 
ten wir: 


4 («„,’ — «00 «ii) “ f** (cc® “ cos — cos ß| cos (3)* 

oder : 

2F(«oi* — «oo«ii) = P sin »• 

Aus den gefundenen Wcrthen von cos v und sin o setzen wir nun 
die Tangente des gesuchten Winkels zusaninien: 


( 9 ) 


lang V = 2 


y («01* «00 «ii) 

«OO + «II 


Da w = 0 ist, wenn «„,* — n,, = 0, und r = ^, wenn 

= 0, so können wir dieses auch so ausdrückeii: 


lUe Gleichung (1) stellt unter der Bedingung (5) 
ein paralleles Linienpaar dar, wenn Oq,* — a„urtn = 0. 

Wenn in der Gleichung eines Linienpaares die 
Summe der Goefficienten von und verschwindet, 
so stehen die geraden l,inicn auf einander senkrecht. 


Sind zwei Linienpaare, die von demselben Punkte x, y, aus- 
gehen, gegeben durch ihre Gleichungen: 

(10) . . Ooü(ir — a:,)* + 2«,,, (a;— a:,) (y — y,) -f,«,, (y— y,)2 = ü 

(11) . . öuJa:— ,T,)* + (ar— a;,)(y— y,) + ftj, (y— y,)* = 0, 

so nehmen diese Gleichungen die Form der Gleichungen (1) und 

(2) in iler sechsten Vorlesung an, wenn man setzt x — arj = 

und y — y^ = Die dort angegebene Kedingungsgleichuiig 

(3) für harmonische Linienpaare überträgt sich hier wie folgt: 

Die Linienpaare (10) und (11) sind harmonisch 
unter der Bedingung: 

(12) .... — 2o,„<»,„ -p = 0. 

Sollen die. durch (11) ausgedrückten geraden Linien auf einander 
senkrecht stehen, so muss sein: 
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^00 + ^11 = 0 

und beide Bedingungen müssen erfüllt sein, wenn da.s Linibnpaar 
(11) die Winkel balbirt, welche das Linienpaar (10) bildet. Be- 
reclinen wir nun die Verhältnisse der Coefficienten b aus den 
beiden Bediugungsgleiclmngen und setzen ihre Werthe in (11) 
ein, so ergiebt sich das Resultat: 

Die von dem Linienpaare (10) gebildeten Winkel 
werden balbirt von dem Linienpaare: 

(13) . . [x- X,Y - (““7 {x-x,) [y-y,) - {y-y,f = 0. 

“01 

Aus dem Umstande, dass diese Gleicluing ungeändert bleibt, 
wenn man für «,,q und «u respective setzt 1 und — 1, 

scbliessen wir Folgendes: 

Alle Linienpaare, deren Winkel von denselben 
beiden geraden Linien balbirt werden, stellen sich 
analytisch, mit dem willkürlichen Factor 1, in der 
Form dar: 

... «00 («:— + 2 «01 (x—x,) (y—y,) + a„ (y — y,r 

— A I (a: — a:i)2 + (y— Vi)*! = 0. 

Wir erweitern den angegebenen Satz, wenn wir sagen: 

Alle Linienpaare, welche harmonisch sind mit 
einem bestimmten Linienpaare, stellen sich analy- 
tisch, mit dem willkürlichen Factor A, in der Form 
dar: 

«00 («;— + 2 «01 («;— a^i) (v — J/i) + «u (v — 

— A|äoo(«— «■i)'* + 26oi(«— a;|)(y — yi) + ftii(y — yi)*|=0. 

Je drei solcher Linienpaare bilden nach der Definition eine 
Involution. Ihre Gleichungen unterscheiden sich von der Glei- 
chung (15) nur durch die Werthe Aq Aj Aj, welche der willkür- 
liche Factor A annimmt. 

Welches auch die Werthe von A^ Aj Aj seien, man wird di’ei 
Constanten Cj Cj der Art bestimmen können, dass: 

«•o + «I + «2 = 0 

«0^0 "l" ^1 "I" ^2^2 0. 
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Multiplicirt man nun die Cleicimngen der drei Linienpaarc mit 
c, Cj und addirt, so sieht man, dass auf Grund der eben an- 
gegebenen beiden Gleichungen die Summe identisch 0 wird, was 
nach Satz (8) der sechsten Vorlesung, der, wie dort angegeben, 
ebenso für Linienpaare als für Punktepaare gilt, eben das Cri- 
terium ist für drei Linienpaare der Involution. 

Betrachten wir als spcciellcn Fall von (14) Linienpaare, 
welche von dem Coordinatenanfangspunkt ausgehen und deren 
Winkel von denselben beiden geraden Linien halbirt werden; 

(16) . . . aooa;* + -f- o,,y* — A (o;* -f- y*) = 0, 

so erbalten wir die Gleichung des genannten Ilalbirungspaares 
aus (13), wenn wir in dieser Gleichung x^ = y^ == 0 setzen. 
Es ist aber bisweilen nützlich, auch die Gleichung jeder einzel- 
nen Halbirungslinic zu kennen. Um diese kennen zu lernen, 
bemerken wir, dass die Gleichung (16) eine von den Halbirungs- 
liiiien doppelt darstellt, wenn der Ausdruck (16) links vom 
Gleichheitszeichen ein vollständiges Quadrat wird, mit anderen 
Worten, wenn man identisch hat: 

(«00 — i) + 2«oia:y -f («„ — A) y^ = (ax -f- by^. 
Diese identische Gleichung bedingt folgende drei Gleicbungen : 
«00 — A = «* «oj = «ö «I, — A = 6^, 
aus welchen wieder die beiden identischen Gleichungen hervor- 
gehen : 

(«oo — a: -h « 0 , y = « {ax + by) 

« 01 ^ + («11 — A) y = * («a: -h by). 

Bemerken wir nun, dass «a; -J- 6y = 0 die Gleichung der 
llalbirungslinie des einen Winkels ist, so sehen wir aus den letz- 
. ten identischen Gleichungen, dass diese llalbirungslinie sich durch 
zwei Gleichungen: 

(“oo ~ ® + «oiV = 0 

«10 a: -I- («,, — A) y = 0 

gleichmässig ausdrücken lässt, woraus wiederum folgt, dass der 
Werth von A, welcher die linke Seite der Gleichung (16) zu 
einem vollständigen Quadrat macht, der aus der Elimination von 
X und y aus (17) hervorgehenden Gleichung genügen iniis.s: 

(18) .... («00 A) («II A) «01* = 0. 
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Diese quadratische Gleichung hat zwei Wurzeln, welche, für 4 in 
(IG) eingesetzt, den Ausdruck links vom Gleichheitszeichen in ein 
vüllstündiges Quadrat verwandeln. 

Sind und 4j die Wurzeln der quadratischen Gleichung (18), 
so hat man die Gleichung der Halbirungslinien der Winkel: 

(«00 — ^o) a: + «01 y = 0 («,„, — 4,) a: + 2 / = 0, 

oder in einer zweiten Form: 

« 01 * + («11 — ^n) y = 0 «01 a: + («,, - 4,) y = 0. 

Multiplicirt man die beiden ersten Gleichungen oder die beiden 
letzten Gleichungen und drückt in der Entwickelung des Pro- 
duktes die Summe und das Produkt der Wurzeln durch die 
Coefficienten in der Gleichung (18) aus, so erhält man wieder 
die Gleichung (13), in welcher a;, = y, = 0. / 

Es verdient bemerkt zu werden, dass der Ausdruck: 

(«00 + «ii)'* — 4(aoo«i, — «Ol*), 

welcher bei Auflösung der quadratischen Gleichung (18) unter 
das Quadratwurzelzeichen zu stehen kommt, immer positiv ist, 
weil er die Summe von zwei Quadraten ist: 

4 « 01 ^ + («oo — «ii)"*- 

Deshalb sind die Wurzeln der quadratischen Glei- 
chung (18) immer reell und mit ihnen die zuletzt angegebe- 
nen Gleichungen der einzelnen Winkclhalhirungslinien, gleichviel, 
oh die Gleichung (16) in reelle oder imaginäre Factnren zerfällt. 
Dieses drücken wir so aus: 

Jedes Paar seihst imaginärer gerader Linien, 
dessen Gleichung von reeller Form ist, hat ein Paar 
reelle W i n k e 1 h a 1 h i r u n g s I i n i e n. 

Die entsprechenden Aufgaben für Punktepaare, welche wir 
für Linicnpaare gelöset haben, verlangen eine etwas verscliit'dene 
Dehandlung. Es existirt eben nicht eine vollständige Analogie 
zwischen Punkten und geraden Linien in der Ebene. Die voll- 
ständige .Analogie besteht auf der Kugcloberflächc zwischen Punkt 
und grösstem Kreis, und nur, weil ein unendlich kleiner Theil der 
Kngeloherfläche als eine Ebene und der grösste Kreis in ihr als 
eine gerade Linie betrachtet werden kann, haben wir auch 
eine Analogie zwischen Punkt und gerader Linie in der Ebene, 
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dii' aber aufliört, wenn die Ebene in ihrer weiteren Ausdehnung 
sich nicht mehr als ein kleiner Theil der Kugeloberfläche be- 
trachten lässt. Die erwähnte Verschiedenheit^tritt schon bei der 
folgeudeu Aufgabe zu Tage. 

Die Entfernung D der beiden Punkte zu besliin- 
inen, welche durch die Gleichung (2) unter der lie- 
dingung (5) gegeben sind. 

Sind a b und o, die Coordinaten der durch die Gleichung 
(2) gegebenen Punkte, so muss sich der linke Theil der Glei- 
chung (2) in die Factoren auflösen lassen; 

A (oM + 6» 1) («, M -f t»,» -|- 1). 

Daraus ergeben sich die sechs Gleichungen; 

ögj = Aartj ^“«1 ~ A(at»j -p a,6) a,| = kbh^ 

2 0^2= A(rt + a,) 2 «12 = X (b + b^) «22 = A. 

Aus diesen Gleichungen setzen sich nun ohne Schwierigkeit die 
folgenden zusammen ; 

^(«01^ — «oo«ii) — ^*("*1 — 

4 (« 02 * — «00 022 ) = — «1)* 

4 («, 2 * — «,,«22) = A* (* — *1)*. 

Bemerkt man nuiCdass = (a — «,)* -p {b — und A = 
so erhält man aus den beiden letzten Gleichungen durch Addition; 

( 19 ) ... 2)2 = ^j|(ao2* — «00 «22) + («12^ — «11 «22)}- 

Auch die erste von den drei Gleichungen ist einer geome- 
trischen Deutung fähig. Bezeichnet man nämlich mit ^ den In- 
halt des Dreiecks, dessen Ecken die gegebenen Punkte (2) und 
der Coordinatcnanfangspunkt sind, so erhält man aus jener 
Gleichung; 

(20) ^ ~~ "«»"ii)- 

Beide Formeln beweisen den Satz; 

Wenn in der Gleichung eines Pnnktc|)aares das 
ganz constante Glied verschwindet, so liegt einer iler 
beiden Punkte im Unendlichen. 


Digitized by Google 



96 


Achlc Vorlesung. 


Aus der ersten Formel folgt ferner, dass die durch die 
Gleichung (2) gegebenen Punkte unter der Bedingung 
— “oo“ 22 ) "h (“«2^ — “ii“ 22 ) = ^ zusammenfallen. 
Die letzte Formel beweiset, dass die Verbindungs- 
linie der durch die Gleichung (2) gegebenen Punkte 
durch den Coordinatenanfangspnnkt geht, wenn 
"oi* “oo“ii — 9- 

Die Gleichungen von zwei Punktepaaren auf derselben ge- 
raden Linie, deren Coordinaten m, Vj sind: 

(21) . . rtoo(M— -F 2a„j(« — Ml) (w— «,) + a^^{v — v^Y = 0, 

(22) . . t»„„(M — M,)* -t- 26 o,(m— M,) (v—vi) -F 6,,(t)— »i)2 = 0, 

werden von der Form der Gleichungen (1) und (2) in der 
sechsten Vorlesung, wenn man setzt u — «i = Fq 
V — f), = Vf. Die dort unter (3) aufgeführte Bedingung für 
harmonische Punktepaare überträgt sich hier wie folgt: 

Zwei Punktepaare (21) und (22) auf derselben ge- 
raden Linie sind harmonisch unter der Bedingung: 

(23) "oo^ii -F <*11 ^00 ~ 9. 

Von dem Punktepaare (22) liegt ein Punkt im Unendlichen, wenn: 

*00 «1* + 26oi«i*’i + = 9. 

Wenn beide Bedingungen zugleich erfüllt werden, so halbirt der 
eine von den Punkten (22) die Verbindungslinie der beiden durch 
die Gleichung (21) gegebenen Punkte. Berechnet man daher die 
Verhältnisse der drei Coefficienten b aus den beiden Gleichungen 
und setzt sie in die Gleichung (22), so erhält man die Gleichung 
de.sjenigen Punktepaares, von welchem der eine Punkt die Ver- 
bindungslinie des Piinktcpaares (21) halbirt, der andere auf dieser 
Linie im Unendlichen liegt. Daraus schliessen wir, dass die so 
erhaltene Gleichung sich in zwei Factoren zerlegen lassen muss, 
von welchen der eine («w, — UfV) sein wird. Denn setzt man 
diesen Factor gleich 0, so hat man die Gleichung des genannten 
Punktes im Unendlichen. Lässt man diesen Factor fort, so er- 
hält man die Gleichung des Punktes, der jene Verbindungslinie 
halbirt, wie sie der folgende Satz angiebt: 



DigiliznO by Googk 



Homogene Coordinaten. Dreieckcoordinaten. 97 

Die Verbindungslinie des durch die Gleichung (21) 
gegebenen Punktepaares wird durch den Punkt hal- 
birt, dessen Gleichung ist: 

(24) «„„M, (m — u,) + «Ul |»i(m— K,)+ M,(»— »,)| + «i,t)i(i;-i>i)=0. 

Die Bemerkung, dass diese .Gleichung (24) ungeändert bleibt, 
wenn man für a„g Oqj a,, respective setzt — 1»,^, «qj + 
rtj, — A«,* dient als Beweis des folgenden Satzes: 

Alle Punktepaare auf derselben geraden Linie, 
deren Verbindungslinien von einem und demselben 
Punkte halbirt werden, stellen sich analytisch mit 
dem willkürlichen Factor A in der Form dar: 

"oo (“ — «i)* + 2 «01 (“ — «i) — ^i) 

' ' ■ ■ ■ + «11 (« — *’i)'* — 1 (m*^i — «i**)* = 0. 

Als eine Erweiterung dieses Satzes ist der folgende zu be- 
zeichnen: 

Alle Punktepaare auf derselben geraden Linie, 
welche harmonisch sind mit einem bestimmten Punkte- 
päare, stellen sich analytisch mit dem willkürlichen 
Factor A in der Form dar: 


«00 (u — M,)^ H- 2«01 (m — M,) (t» — tli) -f- «1 1 (tl — t>,)^ 

— A jöoo (m — «i)^ + 2ftoi («— «i) (« — *’i)'+ ^'11 (" — »i)’} = 0. 

Der Beweis ist gleich dem des obigen entsprechenden Satzes, 
welcher von der Gleichung (15) handelte. 


Neunte Vorlesung. 

Homogene Coordinaten. Dreieckcoordinaten. 


Wenn Jg = 0 und = 9 die Gleichungen zweier durch 
ihre Coordinaten Xo, yg und Xj, jij gegebenen Punkte in der 
Normalform sind, so stellt die Gleichung: 

j4g Ayi| = 0 

Heasp, Analyt, Gcomelr, <1. Ebene. I. 7 
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Neunte Vorlesung. 


mit «lern willkürlichen Factor A jeden beliebigen Punkt dar auf 
der Verbindungslinie der beiden gegebenen Punkte. Bringt man 
die letzte Gleicbimg auf ilie Normalform durch Division mit dem 
Factor (1 — A), um von der Gleichung dieses Punktes zu seinen 
Coordinaten x, y überzngeben, welche nach der Division die 
Goeflicienten der Variabein sind, so bat man: 

iCo — A®i .. Va — A?/| 

— 1 - -l y — I -I ■ 

Wir wollen beiläufig bemerken, dass durch Elimination von 
A aus diesen beiden Gleichungen mit Rücksicht auf (3) der 
ersten Vorlesung man die Gleichung 2 J = 0 der geraden 
Linie erhalten muss, welche durch die gegebenen beiden 
Punkte geht. 

Die Coordinaten eines beliebigen Punktes einer geraden 
Linie stellen sich hiernach als Brüche dar mit demselben Nen- 
ner, deren Zähler und Nenner lineare Ausdrücke einer Variabele 
A sind 

Analoge Ausdrücke kann man erhalten für die Coordinaten 
einer geraden Linie, welche J)eliebig durch den Schnittpunkt 
zweier durch ihre Coordinaten gegebenen geraden Linien gelegt 
isL Auch diese Ausdrücke sind lineare Brüche mit gleichem 
Nenner. 

Die Rechnung mit Brüchen der angegebenen Art vermeidet 
man aber in dem ersten Falle durch Einführung der homogenen 
Coordinaten x, y, z eines Punktes an Stelle der rechtwinkligen. 
Wir werden zu diesem Zuecke irgend drei Grössen x, y, z, 

deren Verhältnisse die gebräuchlichen rechtwinkligen Co- 

ordinaten eines Punktes ausdrücken, die homogenen Coordi- 
naten, oder auch bloss die Coordinaten des Punktes nennen. 

Die gegebenen homogenen Coordinaten eines Punktes be- 
stimmen hiernach den Punkt zwar unzweideutig, aber durch den 
gegebenen Punkt sind seine homogenen Coordinaten x, y, z nicht 
bestimmt, sondern nur die Verhältnisse derselben — , — . Sie 


stellen denselben Punkt dar, wenn ihre Verhältnisse ungeändert 
bleiben. Es giebt also unendlich viele Sj’steme homogener Coor- 
dinaten X, y, z, welche einen und denselben Punkt dai-stellen; 


% 


ihre Verhältnisse ändern sieh jedoch nicht für einen und deii- 
sellien Punkt. 
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Durch Einführung der homogenen Coordinalen an Steile der 
rechtwinkligen wird die Gleichung einer geraden Linie: 

Ax + Btj C — 0. 

wenn man für x und y setzt ^ und ~ und mit i multiplicirt, 
homogen : 

. Ax + By + Cz = 0. 

Da aber die homogene Gleichung einer geraden Linie über- 
geht in die allgemeine Form der Gleichung der geraden Linien, 
wenn man in ihr j = 1 setzt, so leuchtet es ein, dass man mit 
den homogenen Gleichungen von geraden Linien ebenso operireu 
kann, wie mit den allgemeinen Gleichungen der geraden Linien. 

Sind zum Beispiel die Gleichungen von vier geraden Linien 
in der homogenen Form gegeben: 

= 0 V^ = 0 Va — = 0 üo — y.U^ = 0, 

so schneiden sich die diesen Gleichungen entsprechenden geraden 
I.inien in einem Punkte, und das anharmonisclie Verhältniss des 

zweiten Liiiienpaares zu dem ersten ist — , weil ganz dasselbe 
zutrifflt, wenn man z = 1 setzt. 

Gleichzeitig drücken wir die Lage einer geraden Linie durch, 
homogene Liniencoordinalen aus. Wir verstehen darunter drei 

Grö.sseri ti, v, tv, deren Verhältnisse ^ die gebräuchlichen 

Coordinalen der geraden Linie sind. Alsdann wiederholt sich 
das, was wir von Punktcoordinaten und homogenen Punktcoordi- 
naten gesagt haben, bei Liniencoordinalen und homogenen Linicn- 
coordinaten. Die Gleichung eines Punkte.s: 

Au + Bv + C = 0 

wird durch Einführung der homogenen Linieucoordinaten homogen; 

Au -1- Bv Cw = 0 
und wir können sagen: 

Die Coefficienten der Variabein in der homoge- 
nen Gleichung einer geraden Linie sind die homoge- 
nen Coordinalen der geraden F.inie. Die Coefficienten 
der Variabein in der homogenen Gleichung eines 
Punktes sind die homogenen Coorilinaten <les Punktes. 

1 * 
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Neunte Vorlesung. 


Componiren wir nun aus den liomogcnen Gleichungen irgend 
zweier Punkte; 

* Fo = 0 ^^1 = 0, 

die durch ihre homogenen Coordinaten Xq s# und a;, y, r, 
gegeben seien, die Gleichung: 

= 0 

eines beliebigen Punktes auf der Verbindungslinie der beiden 
Punkte, und bezeichnen seine Coordinaten mit x y z, so haben 
wir nach dem angegebenen Satze: 

X = IqXq + ija;, 

y = KVo + 

2 = ^ 2o + «f 

Es sind dieses lineare Ausdrücke für die Coordinaten x, y, z 
eines variabeln Punktes auf einer geraden Linie, wenn man i,, 
und A, variiren lässt, nicht Brüche, wie wir sie am Anfänge der 
Vorlesung aufgestelit haben. Wir wollen noch bemerken, dass 
man auch Ag = 1 setzen und allein A, variiren lassen kann; die 
drei Gleichungen stellen doch jeden beliebigen Punkt auf der ge- 
raden Linie dar. 

Componiren wir aus den homogenen Gleichungen von irgend 
drei Punkten x^yoio, x^y^z^, x^y^z^i 

Vo — 0 ü^= 0 U^ — 0 

die Gleichung: 

Ag + A, IT, + Aj 1^2 = 0 

eines Punktes U = 0 und bezeichnen die Coordinaten dieses 
Punktes mit x, y, z, so haben wir: 

X = Ag Xq "l" Aj aT( A 2 3:2 

V = ^ Vo + Vi + *2 V2 

Z = Ag Zg -p Aj Zj -f- Ag Zg. 

Es sind dieses drei lineare Gleichungen mit den drei Unbe- 
kannten A, wenn man die Coordinaten des Punktes U = 0 und 
mit ihnen den Punkt als beliebig gegeben betrachtet. Da man 
die Wertlie der Unbekannten A immer so bestimmen kann, dass 
sie den drei Gleichungen genügen, — ausgenommen wenn die 
drei ersten Punkte auf einer geraden Linie liegen, — so kann 
man auch die Gleichung jedes beliebigen Punktes ü = 0 com- 
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potiireii aus den Gleicluingcn von irgend drei gegebenen Punkten, 
wenn diese niciit auf einer geraden Linie liegen. 

Wenn dagegen: 

Uq 0 0 

die homogenen Gleichungen irgend zweier, durch ihre Coordinaten 
Uy Vq n>Q und v^ tv^ gegebenen, geraden Linien sind, so ist: 

*0 + k^ü^ =0 

die Gleichung einer beliebigen, durch den Schnittpunkt der erste* 
ren gezogenen geraden Linie. Bezeichnen wir mit u t> w die 
Coordinaten dieser geraden Linie, so haben wir nach dem an- 
gegebenen Satze : 

« = ^o«o + 

P == ^0 «'o + »1 

w = + k^tVl, 

lineare Ausdrücke der Variabein k für die Coordinaten einer sich 
um einen bestimmten Punkt drehenden geraden Linie. Auch hier 
kann man = 1 setzen und allein Aj variiren lassen; die drei 
Gleichungen werden jede Lage der sich um den Punkt drehen- 
den geraden Linie ausdrücken. 

Sind endlich die homogenen Gleichungen von drei durch 
ihre Coordinaten Vg Wq, Wj Vj Wj, Uj t»j n >2 gegebene gerade 
Linien : 

Uo = 0 Ul — 0 Ü2 = 0. 

die nicht durch denselben Punkt gehen, so wird: 

die Gleichung irgend einer geraden Linie ü = 0 sein, deren 
Coordinaten u v tv sich durch die Gleichungen ausdrücken: 

« = + * 1«1 + ^«2 

P = ^ Pq + Pi + ^2P2 

m = A„w„ -p AjWj -f AjWj. 

Denn wenn die Coordinaten u v m gegeben sind, so hat man 

diese drei linearen Gleichungen, welche die drei Factoren k be- 
stimmen. 

Wir drücken dieses in Verbindung mit einer früheren Be- 
merkung nur eleganter aus, wenn wir sagen: 
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Ncuiile Vorlesung. 


Wenn U = 0 Ua = 0 = 6 i/j = 0 die Glei- 

cliiingen von irgend welchen vier Punkten oder von 
irgend welchen vier geraden Linien sind, so. lassen 
sich vier Factoren A der Art hestimmen, dass man 
identisch hat: 

i 1/ + Xo ^^0 + + ^2 = 0. 

Wir wollen nun irgend vier von einem und demselben Punkte 
ausgehende gerade Linien, deren homogene Gleichungen seien: 
üo = 0 ?7, = 0 U^ — Wi=0 ü^ — nUi = 0, 

in Verbindung bringen mit vier in einer und derselben geraden 
Linie liegenden Punkten, die. durch ihre homogenen Gleichungen 
gegeben seien: 

, . F„ == 0 r, = 0 — / r, = 0 r« — f, = o. 

Die vier Punkte liegen respective auf den vier geraden l,i- 
nien unter den Bedingungen: 

1 . i/o» = 0 U^ = 0 lUj + Xf/j» = 0 mü„ + = 0, 

die wir erhalten, wenn wir die aus den Gleichungen der Punkte 
genommenen Coordinaten der Punkte einsetzen respective in die 
Gleichungen der geraden Linien an Stelle der Variahein. Es ist 
nämlich hierbei angenommen worden, dass und U^ übergehen 
in und f/,", wenn wir für die Variabein setzen die Coordi- 
nalen des Punktes F,,, und dass Uq und J/, übergehen in t/„' 
und ü^', wenn wir für die Variabein setzen die Coordinaten des 
Punktes F,. 

Aus den beiden letzten Gleichungen erhalten wir durch Eli- 
mination ; 

J_ 

m n 

ein Resultat, welches mit Rücksicht auf die Reilingungcn sich so 
aussprechen lässt: 


Wenn man zwei von ei- 
nem und demselben Punkte 
ausgehende I, i n i e n p a a r e 
durch irgend eine gerade 
Linie schneidet, so ist das 
an harmonische Verhältniss 
der L i n i e n p a a r e gleich 


W e n n man von einem 
und demselben Punkte aus 
durch irgend zwei Punkte- 
paare auf derselben gera- 
den Linie zw ei Linienpaare 
legt, so ist das anharino- 
uischc Verhältniss der 
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dem uiiliarmoiiisclicn Ver- Punktcpaarc gleich dem 
liältnisse der Sclinitt- anharmonischen Verhält- 
punklepaare. nisse der Linienpaare. 

Hieraus folgt ferner: 

Irgend zwei harmonische Zwei von einem und dem - 
Linienpaare werden von selben Punkte ausgehende 
einer beliebigen geraden Linienpaare sind harmoni- 
Linic in harmonischen sehe, wenn sie durch zwei 
Punktepaaren gcschnill n. harmonische Punktepaare 

gehen. 

Drei Linienpaare der ln- Drei von einem und dem- 
volution werden von einer seihen Punkte ausgehende 
beliebigen geraden Linie Linienpaare bilden eine 
in Piinktepaaren der Invo- Involution, wenn sie durch 
lution gesebnitien. drei Punktepaare der In- 

volution gehen. 

Die beiden letzten Sätze folgen aus den beiden vorhergehen- 
den und aus den Definitionen von Punkte- und Linien-Paaren der 
Involution. Denn construirt man dasjenige Linienpaar, welches 
harmonisch ist zu jedem, der drei Linienpaaro der Involution, so 
schneidet jedes Linienpaar der Involution eine beliebige gerade 
Linie in einem Punktepaare, welches bartnonisch ist zu dem 
Schnittpunktepaare des construirten Linienpaares auf der belie- 
bigen geraden Linie. Da mah also auf der beliebigen geraden 
Linie ein Punktepaar angelten kann, welches harmonisch ist zu 
jedem der drei Schnittpunklepaare der Linienpaare der Involution, 
so bilden jene drei Schiiitlpunktepaare eine Involution. Einen 
analogen Reweis kann man für den letzten Satz geben; er geht 
aber auch aus dem nebenstehenden hervor. 

.\n Stelle der homogenen Coordinaten bedient man sich in 
vielen Fällen mit Vortheil der Dreieckcoordinaten. Ihre 
Bedeutung soll in dem b’olgenden entwickelt werden. 

Man nehme irgend ein Dreieck, in welchem der Einfachheit 
wegen der Coordinatenanfangspunkt liegen soll. Die Gleichungen 
» der Seiten des Dreiecks seien in der Normalform gegeben: 

A — 0 B == 0 C = 0. 

Dieses Dreieck bildet das Fundament des neuen Coordinaten- 
systemes zugleich mit drei anderen beliebig gegebenen Richtungs- 
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Neunte Vorlesung. 


linien A\ B\ C, die mit den Seiten des Dreiecks Winkel bilden, 
deren negative reciproke Sinus wir bezeiclinen mit: 

1 1 _ , 1 

Hin (A A‘) * sin {B B’) sin {C&) 

Wenn wir nun von einem beliebigen Punkte p, dessen Coor- 
dinaten seien x, y, eine gerade Linie ziehen parallel der Ricb- 
tungslinie A' bis zum Schnitt mit der Dreieckseite A und die 
Länge dieser lünie mit u bezeichnen; wenn wir ferner eine ge- 
rade Linie von dem Punkte p ziehen parallel mit der Richtungs- 
linie B’ bis zum Schnitt mit der Dreieckseite B und die Länge 
derselben mit & bezeichnen; wenn wir endlich von dem Punkte p 
eine gerade Linie ziehen parallel mit der Richtungslinic C bis 
zum Schnitt mit C, deren Länge sei c, so haben wir zuerst die 
Längen der vom Punkte p auf die Dreieckseiteu gefällten Lothe 
^ A, — B, — C und darnach die Ausdrücke der Längen der ge- 
nannten geraden Linien: 

a — kA b = IB c — (iC. 

I 

Diese von dem beliebigen Punkte p und den Seiten des 
Dreiecks begrenzten geraden Linien nennt man Dreicckcoor- 
dinaten des Punktes und das Dreieck, worauf sie sich beziehen, 
das Coordinatendr eieck. 

Aber nicht allein die drei Grössen «, b, c werden Dreieck- 
coordinaten des Punktes p genannt, sondern auch jede drei an- 
dere Grössen «, b, c, wenn sie den vorigen proportional sind. 
Denn sind die proportionalen Grössen a, b, c gegeben, so kann 
man den Punkt p mit den angegebenen Dreieckcoordinaten eben- 
falls unzweideutig construiren. 

Die drei letzten Gleichungen, welche die Dreieckcoordinaten 
(‘ines beliebigen Punktes p durch die rechtwinkligen Coordinaten 
ausdrücken, werden, wenn man für die rechtwinkligen Coordina- 
leu die homogenen Coordinaten einführt, von der Form: 


( 1 ) 


a = «•'a: -j- ß^y -j- y®« 
b = ax + ß^y + /: 

ff I off ■ ff 

c z=z u X + p t/ + y z 



und die nenn Coeffleienten in ihnen hängen allein ab von der 
Lage des Coordinatcndreiccks und den Richtungslinien, nicht von 
der Lage des Punktes p. 
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Welche Werthe auch die neun Coefficienten in diesen Suh- 
slitulionen haben, dieselben werden immer den Uebergang von 
rechtwinkligen Coordinaten zu Dreieckcoordinalen eines ganz be- 
sUinmlen Systemes vermitteln. Die Gleichung der Seiten des 
Coordinalendreiecks sind nämlich: 

0 = 0 b = 0 c = 0. 

Setzt man in diesen Gleichungen : = 1 und bringt sie auf die 
Normalform durch Division mit den Grössen x, X, (i, welche sich 
leicht bestimmen lassen, so hat man die Sinus, welche die Rich- 
lungslinien A', ff, (f mit den Seiten o, b, c des Coordinaten- 
dreiecks bilden: 

sin {aÄ) = — sin [bff) = sin [cff) = — 

und damit die Richtungen jener Linien A, ff, ff selbst. 

Durch Auflösung der angegebenen linearen Substitutionen 
erhält man Gleichungen derselben Art: 

a: = «j,fl -|r «jö -j- «jC 

(2) y = ^„o + ^,6 + /3jc 

* = yn« + Yib + y^c. 

Diese Substitutionen drücken die homogenen Coordinaten 
eines beliebigen Punktes linear aus durch seine Dreieckcoor- 
dinaten. 

Die geometrische Bedeutung der neun Coefficienten in die- 
sen Gleichungen tritt zu Tage, wenn man den beliebigen Punkt p 
in eine Ecke des Coordinatendreiccks rückt, zum Beispiel, wenn 
er in die Ecke rückt, in welcher sich die Seiten ft = 0 und 
e = 0 schneiden. Denn setzt man in den drei Gleichungen 
ft = 0 und c = 0, so erhält man aus ihnen die homogenen 
Coordinaten ß„, y,, der genannten Ecke des Coordinalen- 
dreiecks. 

Während also in den ursprünglichen Substitutionen (1) die 
Horizontalcoefficienten die homogenen Coordinaten der Seilen des 
Coordinatendreiccks darstellen, so drücken in den letzteren Sub- 
stitutionen (2), die Auflösung der ersten, die Verticalcoefficienlen 
die homogenen Coordinaten der Ecken des Coordinatendreieeks aus. 

Betrachten wir nun die Gleichung einer beliebigen geraden 
Linie : 

ux + vp -h WZ = 0, 
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(ItTcn lioiiiogciK! Coordiiiatuii u, v, m gegübfii seien. Itieselbe 
gellt (Inreli die Siibsliluüoiieu (2) fibcr in: 
aa + ßb + ye = (), 
iiideni inan hat: i«.. ' ' 

a — «„« + 

(3) ß = a^u + ßiV + y^w 

y = a^u + ß.^v + y-^rv. 

Es beweiset dieses, dass die lineare Gleichung einer geraden 
Linie lici Einführung der Drcieckcoordinaten ihren Grad nicht 
ändert. Dasselbe gilt auch von jeder homogenen Gleichung, sei 
sie die Gleichung eines Linienpaares, eines Kreises, oder einer 
anderen algehraischen Giirve. 

Die .iuflüsung des letzten Systenies Gleichungen (3) nach 
den Unbekannten u, v, rv giebt die Substitutionen für homogene 
Liniencoordinaten zur Uebertragung in das Dreiecksystem: 

K = + aß 4* 

(•i) V = ß"a + ß'ß + ß"y 

m = y^a + y ß + y" y, 

wobei wir nicht unerwähnt lassen dürfen, dass in diesem Systeme 

(4) von drei Gleichungen, mit Verwechselung der Horizontal- und 
Verticalreihen, dieselben Coefficienten wieder auftreten, welche 
das System { 1 ) enthält , von w elchem w ir ausgingen. Es folgt 
dieses aus einem bekannten algebraischen Satze von der Auflösung 
linearer Gleichungen. Man kann sich aber auch leicht durch 
directe Auflösung der Systeme (1) und (3) davon überzeugen. 
Die aufgelöseten Gleichungen (2) und (4) erhalten die Ge.stalt der 
aufzulösenden Gleichungen (1) und (3). Die Horizontalreihcn der 
Goeffleienten in den aufgelöseten Gleichungen sind nur mit ein- 
ander vertauscht. 

Die CoefOcienten a, ß, y von «, ö, c in der transformirten 
Gleichung der betrachteten geraden Linie heissen die Coordi- 
naten der geraden Linie in dem Dreiecksystem. Die 
beiden . letzten Systeme von Gleichungen (3) und (4) sind die 
Transformationsformeln, durch welche sich die zuletzt genannten 
durch die gegebenen Coordinaten der geraden Linie in dem recht- 
winkligen Systeme oder die Coordinaten der geraden Linie in 
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dem rechlwinkligen Systeme sich durch die Coordiiiateii derselben 
in dem Dreiecksystem ausdrücken lassen. 

Hetrachten wir die Gleichung eines beliebigen Punktes in 
dem rechtwinkligen Coordinalensystem: 

XU + yv + IW = 0, 

dessen homogene Coordinaten x, z gegeben seien, so geht 
dieselbe durch die Substitutionen der IVerthe (4) der Variabein 
M, V, n> fiher in die Pnnktgleichung des Dreiecksystemes: 
a a + ßb + yc = 0, 

indem die Constatiten a, b, c gerade die Bedeutung haben, die 
ihnen das System (1) anweiset. 

Es sind demnach die Coefficienten der Variahein 
in einer Punkt glcichung des Dreiecksystemes die 
Coordinaten des Punktes in diesem Systeme, ebenso 
wie die Coefficienten der Variabein in der Gleichung 
einer geraden Linie des Dreiecksystemes die Coor- 
dinaten der geraden Linie in dem Systeme sind. 

Man wird sich mit Vortheil des Dreieckcoordinaten-Systemes 
bedienen, wenn man das Coordinatcndreieck als einen Theil der 
Figur einführen kann, die betrachtet werden soll.' Wir werden 
dieses an Beispielen erläutern. 

Es soll die allgemeine Form der Gleichungen von 
drei Linienpaaren aa, ßß', yy gefunden werden, die 
sicli in drei Punkten schneiden, welche in einer und 
derselben geraden Linie r" liegen. 


Wir nehmen die geraden Linien a, ß, y als die Seiten des 
Coordinatendreiecks, deren Gleichnngen in homogenen recht- 
winkligen Coordinaten seien: 

(5) Cf = 0 ß = 0 y = 0. 


Alsdann ist nach dem Vorhergehenden die Gleichnng irgend 
einer geraden Linie, also auch der geraden Linie r" von der 
Form: 


( 6 ) 


^ + -H + -y = 0. 

«Ij «20 ®01 
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Neunle Vorlesuug. 


Verändern wir in dieser Gleichung den Coefficienlen — in 

indem wir unter Oqq eine beliebige Grösse verstehen, so 

erhalten wir die Gleichungen_a^ijer geraden Linien, welche in dem 
Schnittpunkte der Linien a und r" Zusammenkommen. Es wer- 
den also durch die Gleichungen: 


( 7 ) 


ö«i 


« + — + — 
“oi “to ‘ho ‘hi 


V 


— 4- °ii 

a,j flij «01 

iL + A 4 

®li “jo 


ß+ t 

'’oi 




y = 


alle geraden Linien ausgedrückt, welche sich um die drei Schnitt- 
punkte der geraden Linie r" mit den drei anderen «, ß, y be- 
liebig drehen, wenn beliebige Grössen bedeuten. 

Bezeichnen wir nun die linken Tbeile dieser Gleichungen 

respective mit: , -^1'—, oder setzen kürzer: 

öoi ‘ho “n “ot “20 


*) ««' = « 00 “ + “olß + « 02 ^ 

(8) Xß' = «10« -1- «iijS -f Oi2y 

f*y' = «20« + “21 ß + «22y* 


so sind, vorausgesetzt, dass ojj = ojj , «jo ~ "o 2 > “01 ~ '*io> 
welche Voraussetzung wir immer machen werden, wo wir sie 
nicht ausdrücklich aullieben, die identischen Gleichungen (8j die 
Bedingungen für die gesuchten Linienpaare: 


( 9 ) 


or = 0 ß — 0 y = 0 

«' = 0 ß'= 0 y = 0. 


*) Wir machen auf die elegante Form der Bedingungsgleichungen 
(8) aufmerksam für drei Linienpaare (9), die sich in drei Punkten auf 
einer geraden Linie schneiden, oder dass die drei Verbindungslinien 
dreier Pnnktepaare (9) sich in einem und demselben Punkte schneiden. 
Die rechten Theile dieser identischen Oloichungeu (8) stellen sich näm- 
lich als die halben partiellen Differentialquotienten einer und derselben 
homogenen Function der zweiten Ordnung dar: 

f{a,ß,v) = ooo“* + “iiP* + «22 y* + 2oi2ßy - 1 - 2 o«,y“ + 2 «oi“ft 
so dass unter der angegebenen Bezeichnung die identischen Gleichungen 
(8) sich kürzer so darstellen lassen: 

K«' = ir(«) = iiv=irw- 
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Wir drücken dasselbe Jiur weitl<äuftiger aus, wenn wir sagen, 
dass die neun Coefficienten der Variabein in den 
Gleichungen (8) sich so bestimmen lassen müssen, 
dass den Gleichungen identisch genügt wird, wenn 
die Gleichungen (9) Linienpaarc darstellen, welche 
sich in drei Punkten schneiden, die auf einer gera- 
den Linie r" liegen. 

Um den Bedingungsgleichungen (8) eine einfachere Gestalt 
zu geben, führen wir für die Variabein a, ß . . a' . . in ihnen 
die Variabein o, b . . a . . ein, indem wir setzen : 


® 01**02 ® 00®12 = * 12 > “l 0®12 “i 

(10) -^7“ 

^ ^ g|tO»0°0| 

a,t ß,n 


l«20 — ^'201 “20**21 ®22®0t — ^01 

b = ß c = y 

°01 

b’ = )iß’ 

®0I 


Dadurch geht die Gleichung (6) der geraden Linie, in welcher 
sich die drei Linienpaare: 


( 11 ) 


a = 0 6 = 0 c = 0 

«' = 0 ft' = 0 c' = 0 


schneiden, über in: 
( 12 ) . . = 




™oi^oi} 


“M"10 «01 fto! 

während die identischen Gleichungen (8) die Gestalt erhalten; 


(13) 


a 

h 

c 


a 

l) 

f 

c 


r 

ff 

r 

ff 

r 


Wir ersehen hieraus, dass, wenn drei Linienpaare 
sich in drei Punkten schneiden, welche auf einer 
geraden Linie r" = 0 liegen, die Gleichungen der 
drei Linienpaare durch Multiplication mit ganz be- 
stimmten Factoren in eine solche Form (11) gebracht 
werden können, dass man identisch hat (13) irnd um- 
gekehrt, dass sich drei Linienpaare (11) in drei Punk- 
ten schneiden, welche auf einer geraden Linie r" = 
liegen, wenn die identischen Gleichungen (13) statt- 
finden. 
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Es leuchtet dieses auch von selbst ein. Denn wenn: 

A = 0 ß = 0 C = 0 

A'= 0 Tf == 0 6’'=0 

die Gleichungen der drei Linieupaare sind, welche sich in einer 
beliebig gegebenen geraden Linie r" = 0 schneiden, so müssen • 
sich solche sechs constante Factoren xl.. x ... bestimmen 
lassen, dass man identisch hat: 

xA — xÄ = r XB — X'BT = r" (iC — fi'C' = r. 

Setzt man nun: 

xA = «, XB = h, fiC = c, XÄ = ä, XiB' = h\ ii'C = c, 

so hat man sowohl jene Gleichungen (11) als die identischen 
Gleichungen (13). 

Es soll die allgemeine Form der Gleichungen von 
drei Punktepaaren an', ßß’, yy gefunden werden, de- 
ren drei Verbindungslinien sich in einem und dem- 
selben Punkte r" schneiden. 

Wir wählen die Punkte aßy als die Ecken eines Coordinaten- 
dreiccks, deren Gleichungen in homogenen Liniencoordinaten 
seien (5). In dieser Voraussetzung stellt die Gleichung (6) jeden 
beliebigen Punkt dar, also aueb den Punkt r". 

Verändern wir in dieser Gleichung (6) in - oder 

“I2 ®0I 

— in - - , oder — in indem wir unter «„„ a.„ 

«20 flfll ^20 

beliebige Grössen verstehen, so erhalten wir die Gleichungen (7) 
von irgend drei Punkten, die respective auf den drei geraden 
Linien ar", ßr", yr" beliebig liegen. Diese Gleichungen (7) und 
die Gleichungen (5) stellen also irgend drei Punktepaare dar, 
deren Verbindungslinien sich in demselben Punkte r" schneiden. 

Verfolgen wir nun die in dem Vorhergehenden mit den 
Gleichungen (7) vorgenommenen Operationen in der veränderten 
Bedeutung, so kommen wir zu dem Schluss: 

Wenn die Gleichungen (9) drei Punktepaarc dar- 
stcllen sollen, deren drei Verbindungslinien sich in 
einem und ilcmselben Punkte r" schneiden, so müssen 
sich in den Gleichungen (8) die neun Coefficien ten 
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(ItM- Variabein so bestiniinen lassen, dass diesen Glei- 
chungen identisch genügt wird. 

Wir speciaiisiren endlich diesen Satz dahin, dass wir sagen; 

Wenn die drei Verhindungslinicnvon drei Punkte- 
paaren sich in einem und demselben Punkte ?•" schnei- 
den, so lassen sich die Gleichungen der drei Punkte- 
paare durch 3Iultiplication mit bestimmten Factoren 
auf die Form (11) bringen, so dass man die identi- 
schen Gleichungen (13) bat; und umgekehrt sind die 
identischen Gleichungen (13) das Criterium für drei 
Punktepaare (11), deren drei Verbindungslinien sich 
-in einem und demselben Punkte schneiden. 


Es seien « = 0, h = 0, c = 0 die Gleichungen der 
Seiten eines beliebigen Coordinatendreiecks und 
Aa + Bb Cc = 0 

mit gegebenen Coefficienten die Gleichung einer be- 
liebigen geraden Linie in Dreieckcoordin aten «, b, e. 
Es sollen die Gleichungen der Schnittpunkte der ge- 
raden Linie und der Seiten des Dreiecks in Liiiien- 
coordinaten a, ß, y des Dr ciecksystemes gefunden 
werden. 

Die Dreieckcoordinaten des Schnittpunktes der geraden Linie 
und der Dreieckseite a = 0 ergeben sich aus den beiden Glei- 
chungen: ’ 

Aa + Bb -{■ Cc = 0 a = 0 


nämlich, da nur ihre Verhältnisse in Betracht kommen: 

B » er 


a 


— 0 -b 


Multipliciren wir dieselben respeclive mit den Linicncoordi- 
naten a, ß, y des Dreiecksyslemcs und setzen, nach bekannler 
Regel, die Summe der Produkte gleich 0, so crballcn wir die 

Gleiebnng des gesuchten Schnittpunktes; ^ ^ = 0. 


Es sind demnach die in der Aufgabe geforderten Gleicbun- 
gen der Schnittpunkte der geraden Linie und der Seiten des 
Dreiecks: 


1 

n 
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Es seien « = 0, ^ = 0, y = 0 die Gleichungen der 
Ecken eines beliebigen Coordinatendreiecks und 
Aa + Bß + Cy = 0 

mit gegebenen Coefficienten A, B, C die Gleichung 
eines beliebigen Punktes inDreieckcoordinatena, jJ, y. 
Es sollen die Gleichungen der geraden Linien in 
Punktcoordinatcn «, b, c des Dreiecksystemes gefun- 
den werden, welche den Punkt mit den Ecken des 
Dreiecks verbinden. 

Die folgenden Gleichungen sind die Auflösung der Aufgabe: 



Für die Anwendungen geben wir die gefundenen Resultate 
als Regeln wieder: 


Man erhält aus der Glei- 
chung einer geraden Linie 
iiiDreieckcoordinateno, &,c 
die Gleichungen der 
Schnittpunkte der geraden 
Linie und der Seiten des 
Coordinatendreiecks in Li- 
nicncoordinaten «, ß, y des 
Systemes, wenn man in 
der Gleichung nach einan- 
der für a, b, c setzt: 


Man erhält aus der Glei- 
chung eines Punktes in 
Dreieckcoordinaten «, ß, y 
die Gleichungen der gera- 
den Linien, welche den 
Punkt mit den Ecken des 
Coordinatendreiecks ver- 
binden in Punktcoordina- 
ten a, b, c des Systemes, 
wenn man in der Gleichung 
nach einander für «, ß, y 
setzt: 


« = 0 

h = 

1 

ß 


1 

y 

a = 0 

ß = 

1 

h 

r=- 

1 

c 

1 

b = 

0 

c — 

1 

1 

ß = 

0 

7 — 

1 

a 




y 

n 



c 

1 

a 

b=z- 

1 

'ß 

c = 

0. 

1 

a 

ß=- 

1 

b 

7 — 

0. 
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Zehnte Vorlesung. 

Das Pascalsche und das Brianchonsche Sechseck. 


Ein jedes Sechseck hat drei Paare gegenüberliegender Sei- 
ten. Die erste und vierte, die zweite und fünfte, die dritte und 
sechste Seite liegen einander gegenüber. Ebenso hat jedes 
Sechseck drei Paare gegenüberliegender Ecken. 

Wenn in einem Sechsecke die gegenüberliegenden Seiten 
oder ihre Verlängerungen sich paarweise in drei Punkten schnei- 
den, welche auf einer geraden Linie liegen, so heisst das Sechseck 
ein Pascalsches Sechseck. 

Wenn in einem Sechseck die drei Diagonalen, welche die 
gegenüberliegenden Ecken des Sechsecks paarweise verbinden, 
oder ihre Verlängerungen sich in einem Punkte schneiden, so 
heisst das Sechseck ein Brianchonsches Sechseck. 

Eigenschaften der genannten Figuren analytisch zu ent- 
wickeln, wird der Zweck dieser Vorlesung sein. 

Wenn wir annehmen, dass die Gleichungen der gegenüber- 
liegenden Seiten eines Pascalschen Sechsecks seien : 
ee=0 (3 = 0 y=0 

«' = 0 /S' = 0 / = 0, 

so müssen sich nach den Auseinandersetzungen am Ende der 
vorhergehenden Vorlesung neun Coefficienten der Art bestimmen 
lassen, dass man identisch hat: 


X« 

«00« 

+ 

«01 ß 

+ 

«02y 

Iß- 

= «10« 

+ 

f‘llß 

+ 

«i2y 

11 y' 

= «20« 

+ 

«21 ß 

-1- 

«22 y. 


Aus diesen Bedingungen für das Pascalsche Sechseck leiten 
wir nun durch Elimination von einer der Variabein a, ß, y aus 
zwei Gleichungen mit Rücksicht auf die Bezeichnung (10) der 
vorhergehenden Vorlesung die identischen Gleichungen ah: 

<*20^^ “lof*?' ^2oß ^12 y 

«01 f */ — 021*« = ^01 y — *21 “ 

« 12 *« — « 02 ^/*’ ^ * 12 « * 02 ^- 

Hesse, Analyt. Geometr. d. Ebene. 1. 3 
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Diese ideiitisclicn Gleidiuiigeii lassen die doppelte Ziisammcn- 
stdzung der Gleicliungcn 

= 0 «oif»/ — «2i’*“'=0 «jjxa' — . «02^/^ = 0 

von drei geraden Linien erkennen, welche deshalb in der he- 
schriehenen Figur leicht construirt werden können. Die erste 
gerade Linie verbindet nSndich den Schnittpunkt der geraden 
Linien ß' y mit dem Schnittpunkte der geraden Linien ß y und 
so weiter. 

Diese drei Verbindungslinien schneiden sich in 
einem und demselben Punkte, weil die Summe ihrer Glei- 
chungen identisch 0 giebt. Sie verbinden die entsprechenden 
Ecken zweier Dreiecke, von welchen das eine aus den geraden, 
das andere aus den gegenüberliegenden ungeraden Seiten des 
Pascalschen Sechsecks besteht. 

Stellen dagegen die oben angegebenen drei Gleichungen- 
jtaare drei Punktepaare dar, die wir als die gegenüberliegenden 
Ecken eines Sechsecks betrachten wollen, so sind die darauf fol- 
genden identischen Gleichungen die Bedingungen für ein Brian- 
chonsches Sechseck. Die drei geraden und die drei gegenüber- 
liegenden ungeraden Ecken des Sechsecks bilden die Ecken 
zweier Dreiecke, deren entsprechende Seiten sich in drei Punk- 
ten schneiden. Diese Schnittpunkte werden analytisch duich die 
zuletzt angegebenen drei Gleichungen dargestellt, wie aus den 
umgeformten identischen Gleichungen ersichtlich ist. Sic lie- 
gen auf einer geraden Linie, weil die Summe ihrer Glei- 
chungen identisch 0 giebt. 

Die Resultate der geführten Untersuchung fassen wir kurz 
zusammen in den beiden Sätzen: 

. Wenn man in einem Wenn man in einem 
Pascalschen Sechsecke die Brianchonschen Sechsecke 
geraden Seiten als die Sei- die geraden Ecken als die 
ten eines Dreiecks und die Ecken eines Dreiecks und 
gegenüberliegenden unge- die gegenüberliegenden 
raden Seiten als die ent- ungeraden Ecken als die 
sprechenden Seiten eines entsprechenden Ecken ci- 
z weiten Dreiecks betrach- nes zweiten Dreiecks be- 
tet, so schneiden sich die trachtet, so schneiden sich 
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drei geraden Linien, wel- die entsprechenden Seiten 
che die entsprechenden der beiden Dreiecke paar- 
Ecken der beiden Drei- weise in drei Punkten, 
ecke paarweise verbinden, welche auf einer und dcr- 
in einem und demselben selben geraden Linie lie- 
Puiikte. gen. 

Diese geometrischen Sätze gingen aus der doppelten Inter- 
pretation derselben analytischen Gleichungen hervor. Wie in 
dem vorliegenden Falle, so werden alle analytischen Formeln in 
dieser Vorlesung einer gleichen doppelten geometrischen Inter- 
pretation fähig sein und jedem aus ihnen gezogenen geometrischen 
Salze wird ein anderer entsprechen. Wir werden die ent- 
sprechenden Sätze neben einander stellen, jedoch nur den einen 
Satz wirklich beweisen. Der Beweis des nebenstehenden Satzes 
ergiebt sich dann nach dem Vorhergehenden von selbst. 

Wir verzichten auch darauf, Figuren zu zeichnen, welche 
die Sätze veranschaulichen sollen. Die vielen Linien in ihnen 
würden ein weniger verständliches Bild der Sätze geben, als 
welches man aus ihren Gleichungen abnehmen kann. Das letz- 
tere ist scharf, das andere nur unvollkommen. 

Zum Beweise der angegebenen beiden Sätze bedarf cs nicht 
des grossen Apparates, den wir anfgewendet haben. Einfacher 
kommen wir zum Ziele, wenn wir uns aus der vorhergehenden 
Vorlesung daran erinnern, dass die Gleichungen der gegenüber- 
liegenden Seiten eines in der gegenwärtigen Vorlesung defiiiirtcn 
Pascalschcn Sechsecks .sich durch solche Gleichungen aus- 
drücken : 

rt = ü h — Q c = 0 

(l) 

' ' (,■— 0 // = 0 c = 0, 

dass man identisch hat: 


« — n — r 

(2) h - h' -r" 

c — c ^ r", 

und dass r" = 0 die Gleichung der geraden Linie ist, in wel- 


cher die gegenüberliegenden Seilen des Pascalschcn Sechsecks 
sich paarweise schneiden. Zugleich wollen wir zur Anwendung 

8 * 
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im Folgenden bemerken, wenn wir identische Gleichungen von 
der Form ( 2 ) auftrelen sehen, dass wir vergewissert sein können, 
dass die Gleichungen ( 1 ) die gegenüberliegenden Seiten eines 
Pascalschen Sechsecks analytisch ausdrücken. 

Wenn wir nun drei Symbole q definiren als lineare Aus- 
drücke der yariabeln Coordinaten eines beliebigen Punktes durch 
die identischen Gleichungen: 

( 3 ) . . . b — c Q c — 0 = 9' a — b = q". 


so haben wir auf Grund der identischen Gleichungen ( 2 ) 

0 — c = Q c — a = Q a — b = Q , 
woraus folgt, dass die Gleichungen: 

9 = 0 9' = 0 9" = 0 

die geraden Linien darstellen, welche die in dem ersten Satze 
genannten entsprechenden Ecken der beiden Dreiecke verbinden. 
Da aber nach ( 3 ) identisch ist: 

( 4 ) 9 -1- 9' -!-• p" = 0, 

so schneiden sich die drei geraden Linien 9 in einem und dem- 
selben Punkte. 

Von den bewiesenen Sätzen ist jeder die Umkehrung des 
anderen. Es tritt diese Behauptung besser zu Tage, wenn wir 
sie ausdrücken wie folgt: 


Wenn die Seiten zweier 
Dreiecke sich paarweise in 
drei Punkten schneiden, 
welche auf einer geraden 
Linie liegen, so schneiden 
sich die drei Verbindungs- 
linien der entsprechenden 
Ecken der Dreiecke in 
einem und demselben 
Punkte. 


Wenn zwei Dreiecke drei 
geraden Linien einbe- 
schrieben sind, w elche von 
demselben Punkte ausge- 
hen, so schneiden sich die 
entsprechenden Seiten der 
Dreiecke in drei Punkten, 
welche auf einer und der- 
selben geraden Linie lie- 
gen. 


Um noch einen anderen Beweis des letzten Satzes zu führen, 
nehmen wir an, dass 9 = 0 , 9' = 0 , 9" = 0 die Gleichungen 
der drei von einem Punkte ausgehenden geraden Linien seien. 
Da sich die Linien in einem Punkte schneiden, so muss die 
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Summe der drei Gleichungen identisch 0 ergeben, nachdem jede 
vorher mit einem zu hestimmenden Factor multiplicirt worden. 
Nehmen wir aber an, dass von jenen Gleichungen jede schon 
den zu bestimmenden Factor habe, so ist die identische Gleichung 
(4) die Bedingnng der Fignr. Nehmen wir ferner an, dass 
A = 0, 5 = 0, Cc=:Odie Gleichungen des einen der Figur 
einheschriebenen Dreiecks seien, so müssen sich sechs Factoren 
a ß , , a . . finden lassen, dass man identisch hat: 

ßB — y C ^ Q yC — d A = q uA — ß^B = q". 

iVddirt man diese Gleichungen, so erhält man auf Grund 
von (4) die identische Gleichung: 

^ + (,3 _ |J') 5 + (y — y) C = 0. 

eine Gleichung, welche ausdrücken würde, dass die drei Seiten 
des Dreiecks sich in einem und demselben Punkte schneiden. 
Da dieses aber gegen die Voraussetzung ist, so muss die Glei- 
chung eine identische sein, das heisst: « = «', ß = ß', y=.y. 

Setzen wir nun aA = «, ßB =: b, yC = c, so haben 
wir die Gleichungen n=0, 6 = 0, c = 0 der Seiten des 
einbeschriebenen Dreiecks und neben (4) noch die Bedingungen 
der Figur: 

6 — c = Q c — a = Q a — 6 = ^". 

Die Gleichungen d = 0, ö' = 0, c' = 0 der Seiten des 
zweiten einbeschriebenen Dreiecks können wir nun gleich solche 
Factoren enthalten lassen, dass man hat: 

b — c = q c — a = ^ a — h — q , 

Definiren wir endlich das Symbol r" durch die identische 
Gleichung a — d ^ r", so folgen aus den letzten sechs iden- 
tischen Gleichungen die identischen Gleichungen (2), welche ehen 
ausdrücken, dass die entsprechenden Seiten der beiden Dreiecke 
sich paarweise in drei Punkten schneiden, welche auf derselben 
geraden Linie r" = 0 liegen. 

Wir kehren zurück zu dem Pascalschen Sechsecke, dessen 
Seiten durch die Gleichungen (1) ausgedrückt wurden unter den 
Bedingungen (2). Um die drei Diagonalen des Sechsecks 
analytisch auszudrücken, welche die gegenüberliegenden Ecken 
paarweise verbinden, definiren wir die drei Symbole o", h", c" 
durch die identischen Gleichungen: 
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(5) . . . a" + = 0 rt + 6' + c” = 0 a b' c . — 0, 

' aus «eichen mit Zuziehung von (2) die identischen Gleichungen 
folgen : 

(6) . . . «" + i»’ + c = 0 n + ft" + c’ = 0 a' + ^ + c" — 0- 

Die hierdurch dargelegle doppelte Zusammensetzung der neu 
eingefiihrten Symbole aus den alten beweiset, dass: 

(7) «" = 0 ft" = 0 c" = 0 

die Gleichungen der drei Diagonalen des Pascalschen Sechs- 
ecks sind. 

Dellniren wir endlich zwei Symbole r und r durch die iden- 
tischen Gleichungen: 

ä — rt" = r a" — « = r, 
so haben wir unter Berücksichtigung von (5) und (6): 


a — a" ~ r ä' — a = / 

(8) ft’ — ft’ = r ft ” — ft ^ r 

c — c" ^ r c" — c ^ r”, 

und aus (8) und (2) folgt: 

(9) r r r” ^ 0. 


Die identischen Gleichungen (8) lassen erkennen, dass iti 
der durch die drei Diagonalen des Pascalschen Sechsecks er- 
weiterten Figur mit Ausnahme des Pascalschen Sechsecks, von 
dem wir ausgingen, noch zwei Pascalsche Sechsecke vorlicgen 
und die identische Gleichung (9) beweiset, dass gewisse drei 
durch die drei Pascalschen Sechsecke bestimmte gerade Linien 
sich in einem Punkte schneiden. 

Um diese, aus den aufgestellten Gleichungen ahzunehmenden, 
Sätze bequemer auszudrücken, lassen wir die Definitionen voraus- 
gehen: Wir nennen eine Pascalsche Linie diejenige gerade 
Linie, in welcher sich die gegenüberliegenden Seiten des Pascal- 
schen Sechsecks schneiden; der Brianchon sehe Punkt eines 
Brianchonschen Sechsecks soll der Punkt sein, in welchem sich 
die drei Diagonalen des Sechsecks schneiden. Hiernach liaheii 
wir nun die Sätze: 
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Wenn inan in einem 
gegebenen Pascalsclicn 
Seclisecke die drei Diago- 
nalen zieht, welche die 
gegenüberliegenden Ecken 
verbinden, so bilden die 
geraden Seiten und die 
Diagonalen ein zweites 
Pascalscbes Sechseck mit 
denselben Ecken als das 
gegebene, ebenso die un- 
geraden Seiten und die 
Diagonalen ein drittes 
Sechseck mit denselben 
Ecken. Die diesen drei 
Sechsecken zugehörigen 
Pasca Ischen Linien schnei- 
den sich in einem und dem- 
selben Punkte. 


Wenn man in einem ge- 
gebenen Brianchonschen 
Sechsecke die drei Punkte 
fixirt, in welchen sich die 
gegenüberliegenden Seiten 
des Sechsecks schneiden, 
sobildcndie geradenEcken 
und die drei fixirten Punkte 
die Ecken eines zweiten 
Brianchonschen Sechs- 
ecks mit denselben Sei- 

✓ 

teil als das gegebene, eben- 
so die ungeraden Ecken 
und die fixirten Punkte die 
Ecken eines dritten Brian- 
chun sehen Sechsecks mH 
denselben Seiten. Die die- 
sen drei Brianchonschen 
Sechsecken zugehörigen 
Brianchonschen Punkte 
liegen auf einer und der- 
selben geraden Linie. 


Wenn man die auf einander folgenden Ecken des gegebenen 
Pascalschen Sechsecks mit den Zahlen bezeichnet 1 2345(5, so 
hat man die drei Sechsecke, von welchen der Satz handelt: 

1 2 3 1 5 (5 1 G 3 2 5 4 1 4 3 G 5 2. 

Man bemerkt, dass die ungeraden Ecken in jedem dieser 
Sechsecke dieselben sind 13 5. Die ihnen gegenüberliegenden 
geraden Ecken sind auch dicselhen 4G2, nur in veränderter 
Ordnung. Um diese .\nordnung besser hervortreten zu lassen, 
bezeichnen wir jene drei Sechsecke synibolisch durch Brüche, 
deren Zähler die ungeraden Ecken, deren Nenner die ihnen 
gegenüberliegenden geraden Ecken enthalten: 

/in\ 135 

Diese Symbole für die drei Sechsecke entstehen ans einander 
durch cyclische Vertauschung der drei Zahlen des Nenners und 
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kein en wieder in sicli zuriiik. Dieselben drei Sechsecke würden 
aber auch durch die Symbole ausgedrückt werden, welche ans 
einem der Symbole durch cyclische Vertauschung der Zahlen des 
Zählers hervorgehen oder w enn man für die angegebenen Brüche 
die reciproken Brüche nehme. 

Wenn man in einem der angegebenen Brüche alle sechs 
Combinationen der drei Zahlen des Nenners macht, so entstehen 
ausser den angegebenen noch die Symbole für drei Sechsecke, 
welche durch cyclische Vertauschung der Zahlen des Nenners 
wieder in einander übergehen: 

/in 

642 2 6 4 ‘ 

Von diesen drei Sechsecken wird der nachfolgende Salz 
handeln. Hier bemerken wir nun, dass wir nur von einem der 
drei Sechsecke nachzuweisen brauchen, dass es ein I'ascalsches 
Sechseck ist, um zu wissen, dass alle drei Pascalschc Sechsecke 
sind und dass ihre Pascalschcn Linien sich in einem und dem- 
selben Punkte schneiden. 

Um auf die zuletzt genannten drei Sechsecke zu kommen, 
defmiren wir die drei Symbole q durch die identischen Gleichun- 
gen (3). Aus ihnen und den identischen Gleichungen (5) und (G) 
folgen dann die identischen Glciciiungen: 

b — c — Q c — a = Q a — b ^ q” 

(12) ... b' — c = Q c — a ~ Q a — b' = q” 

j rr »t __ // f // ff 

c — a — 0 =^, 

und daraus: 

(13) e + 9 + 9" = 0. 

Man sieht, dass hier wieder Pascalsche Sechsecke vorliegen, 
deren Seiten sind sechs von den neun geraden Linien — den 
sechs Seiten des gegebenen Pascalschcn Sechsecks und dessen 
drei Diagonalen. — Es sind dieses die Sechsecke (11). Die iden- 
tische Gleichung (13) beweiset, dass die drei, diesen Sechsecken 
zugehörigen, Pascalschcn Linien sich in einem und demselben 
Punkte schneiden. Im Anschluss an die vorhergehenden Sätze 
können wir deshalb sagen: 
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Wenn man in einem 
gegebenen Pascalschen 
Sechsecke die drei Diago- 
nalen zieht, welche die 
gegenüberliegenden Ecken 
verbinden, so lassen sich 
aus den neun geraden Li- 
nien der Figur sechs Sechs- 
ecke bilden, deren Ecken 
mit den Eckendes gegebe- 
nen Sechsecks zusammen- 
fallen. Diese sechs Sechs- 
ecke sind Pascals che Sechs- 
ecke, undvonden ihnen zu- 
gehörigen Pascalschen Li- 
nien schneiden sich drei 
Linien r in einem Punkte, 
die drei anderen ^ wieder 
in einem Punkte. 


Wenn man in einem 
Brianchonschen Sechsecke 
die drei Punkte fixirt, in 
welchen sich die gegen- 
überliegenden Seiten 
schneiden, so bilden die 
sechs Ecken und die drei 
fixirten Punkte combinirt 
zu sechs die Ecken von 
sechs Sechsecken, deren 
Seiten mit den Seiten des 
gegebenen Sechsecks zu- 
sammenfallen. Diese sechs 
Sechsecke sind Brianchon- 
sche Sechsecke und von 
den ihnen zugehörigen 
Brianchonschen Punkten 
liegen drei Punkte r auf 
einer geraden Linie, die 
drei anderen q auf einer 
zweiten geraden Linie. 


Die Punkte, in welchen sich die drei Pascalschen Linien r, 
oder die drei Pascalschen Linien q schneiden, heissen Stein er- 
sehe Punkte nach dem Entdecker. Wir werden später auf die 
Lage dieser Punkte näher eingehen. 

Wir bereiten nur eine Ausdehnung der angegebenen Sätze 
vor, wenn wir dieselben wie folgt aussprechen, ausgehend von 
dem Pascalschen oder Brianchonschen Sechsecke und mit der 
geometrischen Interpretation der identischen Gleichnngen (12) 
und (13) den Anfang machen. 


Wenn man in einem 
Pascalschen Sechsecke die 
drei Diagonalen zieht, wel- 
che die gegenüberliegen- 
den Ecken verbinden, so 
bilden die geraden Seiten 
des Sechsecks, die ungc- 


Wenn man in einem 
Brianchonschen Sechsecke 
(He drei Punkte fixirt, in 
welchen sich die gegen- 
überliegenden Seiten des 
Sechsecks schneiden, so 
bilden die geraden Ecken 
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ratleii Snileii und die drei 
Diagonalen drei Dreiecke, 
welche drei von einem 
Punkte ausgehenden gera- 
den Linien q cinheschrie- 
hen sind. Die entsprechen- 
den Seiten je zweier von 
diesen Dreiecken schnei- 
den sicli paarweise in einer 
geraden Linie r, und die 
drei geraden Linien r 
schneiden sich wieder iA 
einem und demselben 
l’unkte. 


des Sechsecks, die unge- 
raden und die drei fixir- 
teii Punkte die Ecken von 
drei Dreiecken. Die ent- 
sprechenden Seiten der 
drei Dreiecke schneiden 
sich in einem Punkte q, und 
die drei Punkte q liegen auf 
einer geraden Linie. Die 
Verhindungslinien der ent- 
sprechen den Ecken je 
zw eier Dreiecke schneiden 
sich in einem Punkte r und 
die drei Punktfe r liegen 
wieder auf einer und der- 
selben geraden Linie. 


In jedem der genannten heiden Steinerschen Punkte schnei- 
den sich drei Pascalsche Linien, in dem ersten die drei'Linien r, 
in dein anderen die drei Linien p. Wir construireu nun zu je- 
der Pasealschen Linie r, indem wir die heiden anderen als ein 
Paar helrachten, die ihr zugehörige vierte harmonische Linie. 
Auf gleiche Weise construireu wir die drei vierten harmonischen 
Linien zu den drei Pasealschen Linien q. 

Um ihre Gleichungen aufzuslellen , delinireii wir die drei 
Symbole R und die drei Symbole P durch die identischen Glei- 
chungen: 

r" — r ~ R q" — Q = P 

(14) r — r" ~ R' q — q" ^ P' 

r' — r = R" g — Q P". 


Alsdann erhält man die Gleichungen der construirten vierten 
harmonischen Linien, wenn mau die eingeführten Symbole ein- 
zeln gleich 0 setzt: R = 0 R' = 0 ... P" ^ 0. Denn cs 
ist r" — r' = 0 die vierte harmonische Linie zur Linie r, de- 
ren Gleichung auf Grund von (9) sich so darstellt r" + r' = 0. 
Und so weiter. 

Aus diesen 41‘J*itischen Gleichungen (14) und den früheren 
(2)j (8) und (12) gehen auf die einfachste Weise folgende hervor: 
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R P Ä' + = 3«' R" + P 3«" 

(15) . . . R + P' = 3b R' + P’ = 3b' R" + />' ~ 3b" 

R + P'=3c R' + P^'—Sc R” + P"=z3c". 

Diese Zusammensetzung der Symbole für die Seiten und 
Diagonalen des gegebenen l'ascalscbcn Sechseckes aus den in (14) 
eingefübrten Symbolen beweiset den Satz: 

Die drei vierten barmoniseben Linien zu den drei 
Pascalscben Linien r schneiden die drei vierten har- 
monischen Linien zu den drei Dascalscben Linien q in 
neun Punkten, welche auf den Seiten und den Diago- 
nalen des gegebenen Pascalschen Sechsecks liegen. 

Es beweisen ferner jene Gleichungen (15), dass ausser den 
genannten sechs Pascalschen Sechsecken (10) und (11) in der 
weiter ausgeführten Figur noch andere Pascalsche Sechsecke vor- 
liegen, auf welche wh‘ jedoch nicht weiter eingeheu werden. 

Die heschriebene Figur hat bereits eine solche Ausdehnung 
gewonnen, dass sie sich in einer Zeichnung schwer verfolgen 
lässt. Wir kehren deshalb zu dom Pascalschen Sechsecke zu- 
rück, von welchem wir ausgingen und dessen analytischen Aus- 
druck wir in (1) und (2) gegeben haben. Wir beabsichtigen an 
dieser Figur noch eine Bemerkung zu machen, deren Bedeutung 
an dieser Stelle sich allerdings nicht recht würdigen lässt; wir 
machen sie aber, um uns künftig darauf berufen zu können. 

W’ir definiren zu diesem Zwecke einen Kegelschnitt als 
den geometrischen Ort eines Punktes, dessen Coordinaten einer 
gegebenen Gleichung des zweiten Grades, der Gleichung des 
Kegelschnittes, genügen, wie wir die geraden Linien als den 
geometrischen Ort eines Punktes definirt haben, dessen Coordi- 
naten einer gegebenen Gleichung des ersten Grades genügen. 
Oh ein gegebener Punkt in einem durch seine Gleichung ge- 
gebenen Kegelschnitt liege, erfahren wir demnach, wenn wir Zu- 
sehen, ob die Coordinaten des Punktes der Gleichung iles Kegel- 
schnittes genügen. Unter gewissen Voraussetzungen wird der 
Kegelschnitt ein Linienpaar, unter anderen Voraussetzungen ein 
Kreis, denn beide werden, wie wir gesehen haben, durch Glei- 
chungen des zweiten Grades analytisch ausgedrückt. 


/ 
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Mil (lieHiT Deliiiition geben wir au die L'iilersuchung des 
AiiMiriiekes zweiten Grades: 

(IGj ... A = 1 ; r" r" — r' {a b c) bc ca ab, 

der sich mit Hücksicht auf (2) aucli so darstellen lässt: 

A ■ (/' — b] (r" — c) — a{r" — b — c) = b’ c — a [r” — b — e). 

Iliernacli verschwindet der Ausdruck A, wenn « = 0 und 
b' =3 0, oder wenn a = 0 und c = 0. Er verschwindet also, 
wenn iiiau in ihm für die varkheln Coordinaten die Coordinalen 
der einen oder der anderen Ecke des Pascalschen Sechseckes 
setzt, in weiciien die Seile a mit den Seilen b' und c zusamnien- 
slösst. 

Ebenso können wir naebweisen, dass der Ausdruck A ver> 
sciiwindel, wenn >ir für die variahein Coordinaten in ihm die 
Conniitiatcn irgend einer Ecke des Pascalscheu Sechsecks setzen. 

Da aber A = 0 nach der Definition die Gleichung eines 
Kegelscliniltes ist, so sehen wir, dass auf diesem Kegelschnitt 
die seclis Ecken des Pascalschen Sechsecks liegen. Wir können 
daher den Salz aussprechen: 

Durch die sechs Ecken eines jeden Pascalschen 
Sechsecks lässt sich ein Kegelschnitt legen. 

Es braucht hiernach der angegebene Kegelschnitt nicht der 
einzige zu sein, welcher durch die sechs Ecken des Pascalschen 
Seclisecks geht. Allein es bedarf nur des Beweises, der sehr 
leicht zu führen ist, dass fünf Punkte eines Kegelschnittes den ' 
Kegelschnitt unzweideutig bestimmen, um einzusehen, dass es nur 
einen einzigen Kegelschnitt gieht, welcher durch die sechs Ecken 
eines Pascalseheii Seclisecks gellt. 

Die wahre Bedeutung des Satzes tritt erst zu Tage, wenn 
man es sich klar macht, wie derselbe das Mittel an die Hand 
gieht, durch fünf gegebene Punkte eines Kegelschnittes alle 
übrigen Punkte desselben linear zu construiren. 

Wir liahen liierinit die uns gesteckten Grenzen überschritten, 
denn die Kegelschnitte geliören nur liicrher, insofern sie sind 
l.inlenpaarc oder Kreise, Wir kommen deshalb noch ein Mal 
auf das l’asralsche Sechseck mit seinen drei Diagonalen zurück, 
um die oben angedeutele .Ausdehnung zu machen. Dieselben 
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Formeln mit Auslassung der identischen Gleichungen (5) und (6) 
werden die versprochenen Sätze geben. 

Die geraden Seiten eines Pascalschen Sechsecks, seine un- 
geraden Seiten und seine drei Diagonalen betrachteten wir als 
die Seiten von drei Dreiecken und fanden, dass diese Dreiecke 
drei geraden Linien ^ einbeschrieben sind, welche von demselben 
Punkte ausgehen. Wir werden jetzt irgend drei Dreiecke be- 
trachten, welche irgend dreien von einem Punkte ausgehenden 
geraden Linien ^ einbeschrieben sind. 

Die Gleichungen der drei geraden Linien q seien ^ = 0, 
p' = 0, q" = 0. Da diese Linien der Annahme nach sich in 
einem Punkte schneiden, so können wir ihre Gleichungen gleich 
in der Form annehmen, dass sie die Gleichung (13) identisch 
erfüllen. 

Es seien ferner (1) und (7) die Gleichungen der Seiten der 
drei, den Linien p einbeschriebenen, Dreiecke. Wir können sic 
nach den vorausgegangenen Auseinandersetzungen gleich mit 
solchen Factoren multiplicirt annehmen, dass sie den identischen 
Gleichungen (12) genügen. 

Führen wir nun die drei Symbole r ein durch die identischen 
Gleichungen: 

/ // ff — / f // 

a — a — r a — a = r a — a = r , 
so erhalten wir ohne Weiteres aus den identischen Gleichungen 
(12) die identischen Gleichungen (2) und (8) nebst der identischen 
Gleichung (9). Diese Gleichungen sagen aber aus, dass die drei 
Linien a ein Dreieck bilden, die drei Linien b ein zweites und 
die drei Linien c ein drittes Dreieck, welche sämmtlich drei von 
einem Punkte ausgehenden geraden Linien r einbeschriehen sind. 
Wir drücken dieses kurz so aus: 

Wenn drei Dreiecke Wenn die entsprechen- 
dreien geraden Linien ein- den Seiten von drei Drei- 
beschrieben sind, welche ecken durch drei Punkte 
von einem und demselben gehen, welche auf einer 
Punkte ausgehen, so hil- geraden Linie liegen, so 
den 'die entsprechenden schneiden sich die Verbin- 
Seiten der drei Dreiecke dungslinien der entspre- 
wieder drei Dreiecke, wel- chenden Ecken je zweier 
che dreien geraden Linien Dreiecke in einem Punkte 
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einlteschrieben sind, die und die drei Scliniltpnnkte 
von einem anderen Punkte liegen aut' einer geraden 
ausgclien. Linie. 

Wir wollen auf die Figur des ersten Satzes näher eingelien, 
weil wir dieselbe bei der Untersuchung sämmtlicher Sechsecke, 
welche die sechs Ecken eines gegebenen Pascalschen Sechsecks 
haben, wieder auftreten sehen werden. 

Die Figur besteht aus 15 geraden Linien Ä, aus den 9 Sei- 
ten der drei Dreiecke, welche zugleich die Seiten der drei ande- 
ren Dreiecke bilden, aus den 3 von einem Punkte ausgehenden 
geraden ünien, welchen die drei ersten Dreiecke ein beschrieben 
sind und aus den drei von einem Punkte ausgehenden geraden 
Linien, welchen die drei anderen Dreiecke einbeschricben sind. 
Sie besteht aus 20 Punkten S, wenn wir die Ecken der sechs 
Dreiecke und zugleich die beiden Punkte in das Auge fassen, 
von welchen das erste und das zweite System von drei geraden 
Linien ausgehen, welchen die Dreiecke einheschrieben sind. 

Die beiden letzten Punkte S entsprechen einander so, dass, 
wenn man von dem ersten Punkte in der Figur ausgeht, man zu 
dem zweiten Punkte gerade so durch die 20 Linien R gelangt, 
als man zu dem ersten gelangen würde, wenn man von dem 
zweiten ausginge. 

Bemerken wir ferner, dass in jedem Punkte S sich drei ge- 
rade Linien R schneiden und dass auf jeder Linie R vier Punkte 
S liegen, so sehen wir, dass jeder Punkt S seinen entsprechen- 
den in der Figur hat Denn man kann von jedem der 20 Punkte 
S in der Figur ausgehen. Von ihm gehen immer drei Linien R 
aus, welchen drei Dreiecke einheschrieben sind und der ange- 
gebene Satz führt auf den ihm entsprechenden Punkt. 

Wir haben in dem Vorhergehenden nur fünf Sechsecke in 
Betracht gezogen, welche mit einem gegebenen Pascalschen 
Sechseck dieselben Ecken haben. Wir fanden, dass sie Pascalsche 
Sechsecke sind. Aber es gieht noch mehr Sechsecke, welche mit 
einenj gegebenen dieselben Ecken haben. Bezeichnen wir mit 
1, 2 ... 6 die Ecken eines gegebenen Sechsecks, so erhalten wir 
die Zahl aller Sechsecke mit den Ecken des gegebenen Sechs- 
ecks, wenn wir die Permutationen der genannten Zahlen bilden, 
das ist das Produkt 1 . 2 . .3 . . 0. 
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In (lieseiii Produkt ist jedes Sechseck sechs mal gerechnet, 
weil die sechs cyclischen Vertauschungen der Ecken eines und 
desselben Sechsecks immer dasselbe Sechseck geben. Es ist 
fiberdies jedes Sechseck noch zwei mal gerechnet, weil die Um- 
kehrung der Ordnung der auf einander folgenden Ecken auf das- 
selbe Sechseck zurückführt. Wir haben also jenes Produkt zu 
dividiren durch 6.2, um die Zahl der verschiedenen Sechsecke 
zu erhalten, welche dieselben sechs Ecken haben. 

Es giebt 60 verschie- Es giebt 60 verschie- 
dene Sechsecke, welche dene Sechsecke, welche 
sechs gegebene Punkte als sechs gegebene gerade Li- 
Ecken haben. nien als Seiten haben. 

Wenn eines von den 60 Sechsecken, welche sechs gegebene 
Punkte als Ecken haben, ein Pascalsches Sechseck ist, fanden 
wir, dass noch fünf andere von den 60 Sechsecken Pascalsche 
Sechsecke sind. Es drängt sich nun die Frage auf, oh nicht alle 
60 Sechsecke Pascalsche Sechsecke sind, wenn eines unter ihnen 
ein Pascalsches Sechseck ist. Diese Frage werden wir im Fol- 
genden beantworten. 

.\ls im Vorhergehenden ein Pascalsches Sechseck vorlag, 
gegeben durch die Gleichungen der Seiten, konnten wir leicht 
die Diagonalen analytisch ausdrücken, welche die gegenüber- 
liegenden Ecken des Sechsecks verbinden. Die sechs Seiten des 
gegebenen Pasca Ischen Sechsecks und die Diagonalen bildeten 
die Seiten der betrachteten sechs Sechsecke. Die genannten 
60 Sechsecke haben aber noch andere Seiten. Sie haben alle 
geraden Linien als Seiten, die irgend zwei Ecken des gegebenen 
Pascalschen Sechsecks verbinden. 

Wir beginnen daher unsere Untersuchung mit der Aufgabe: 

Die 15 geraden Linien analytisch auszudrücken, 
welche jede zwei Ecken eines gegebenen Pascalschen 
Sechsecks verbinden. 

Es seien, wie zu Anfang der V'orlesung, 

« = 0 ß = 0 y = 0, (*' — 0 ß' = 0 / = 0 

tlie gegebenen Gleichungen der Seiten des Pascalschen Sechsecks. 
Die lledingungsgleichungen dieser Figur: 
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*«' = «OO“ + «Ol/* + «02/ 

Iß' = «,„« + a,^ß + «,jy 

f^r = «20« + «2l/* + «22/ 

rnthaltcn neun konstanten, die sich auf drei nothwendige znrnek- 

fiiliren lassen. 

Setzen wir zu diesem Zwecke: 

Öj* <Z|Q <7oi 

jT ■ = “ v= = " i 7 = = 

/«„«„ yotiOm r«oo«ii 

SO haben wir die Gleichungen der Seiten des gegebenen Pascal- 

schen Sechsecks: 


(17) 


n=0 h==0 c=0 

a = 0 b' = 0 c = 0 


und die Bedingungen des Pascaischen Sechsecks: 


a a mb VC 

(18) 6' = ma + h -p «c 

c'= va + m6 + c. 

Das wili sagen, dass man die Gleichungen der Seiten eines 
Pascaischen Sechsecks durch Multiplieation mit gewissen Fac- 
toren immer auf die Form (17) bringen kann, dass man identisch 
hat (18), in welchen Gleichungen u, v, m zu bestimmende Con- 
stanten bedeuten. 

Wir behaupten nun, dass die Gleichungen der Diagonalen, 
welche die gegenüberliegenden Ecken des Pascaischen Sechsecks 
verbinden: 


(19) n" = 0 6" = 0 c" = 0, 


durch die identischen Gleichungen bestimmt sein werden: 

«" = a + »'6 + t»'c 

(20) 6" = ni'o + b + m'c 

c" = V a + «ft + 

wenn wir unter u v m' die reciproken Grössen von w, v, n< ver- 
stehen, das heisst, wenn uu =1, vv = \, mm' = 1. 
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Diese Behauptung wird gerechtfertigt sein, wenn man nach- 
weiset, dass das Symbol a", äiinlich wie in (5) und (6), sich so- 
wohl aus den Symbolen b und c als aus b' und c linear zu- 
sammensetzen lässt. Dieses sieht man aber sogleich, wenn man 
die dritte Gleichung (18) mit v multiplicirt und von der ersten 
Gleichung (20) abzieht, oder wenn man die zweite Gleichung (18) 
mit m' multiplicirt und von der ersten Gleichung (20) abzieht. 
Und so ferner. 

Die folgende Figur soll das Pascalsche Sechseck darstellen 
mit seinen geraden Seiten o, b, c, seinen ungeraden Seiten «' b' c, 
und seinen Diagonalen a b" c", gegeben durch ihre Gleichungen 
(17) und (19). Die Ecken dieses Sechsecks bezeichnen wir zu 
weiterem Gebrauch mit den Zahlen 1 2 . . 6. 

Die genannten neun geraden 
Linien bilden, wie wir nachgewie- 
sen haben, die Seiten von sechs 
Pascalschen Sechsecken, welche die- 
selben Ecken haben als das ge- 
gebene Pascalsche Sechseck. Von 
diesen haben die drei Pascalschen 
Sechsecke (10) der Reihe nach die 
Pascalschen Linien r" r r, die 
drei anderen (11) der Reihe nach 
die drei Pascalschen Linien q" q q. 

Es hat keine Schwierigkeit, auch unter der geänderten Form 
der Daten die Gleichungen der genannten sechs Pascalschen Li- 
nien anzugeben. Den drei Pascalschen Sechsecken (10) ent- 
sprechen der Reihe nach ihre Pascalschen Linien r" r r; 


Fig. 10. 



( 21 ) 


ua -f- v'b -F n>'c = 0 ua-j-vb-j-tve 


0 


(wa vb -(- mc) uv tv {ua -f- v'b w'c) = 0 


und den drei Pascalschen Sechsecken (11) entsprechen der Reihe 
nach die drei Pascalschen Linien q p: 


(22) . . 


(m — vtv)a — (» — utv)b=0 [m — uv)c — (m — ««>)«=0 
(ti — 7vu)b — {n> — vu)c = 0. 


Auch in dieser Form der Gleichungen der sechs Pascalschen 
Linien ist es leicht zu erkennen, dass die drei l’ascalschen Li- 

II es 8P, Analyt. Gromelr. <1. Ehone. I. 9 
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nien r sich in einem Punkte schneiden, ebenso, dass die drei 
Pascalschen Linien q sich in einem Punkte sclineiden. 

Die Symbole der ungeraden Seiten a, b', c des Pascalschen 
Sechsecks haben wir in (18j ausgedrückt durch die Symbole a b c 
der geraden Seiten. Wir sehen, dass diese Ausdrücke (18) über- 
gehen in die Symbole (20) der drei Diagonalen, wenn wir für 
alle Constanten «, v, n> respective setzen ihre reciproken Werthe 
u, V, m. 

Wir behaupten nun, dass die Ausdrücke (18) der Symbole 
für die ungeraden Seiten des Pascalschen Sechsecks nicht allein 
übergehen in die Symbole für die drei Diagonalen, sondern auch 
in die Symbole der noch fehlenden sechs geraden Linien, welche 
irgend zwei Ecken des Pascalschen Sechsecks verbinden, wenn 
man für u, v, w zugleich oder einzeln setzt u, v, m. 

Wir wiederholen nur unsere Behauptung, wenn wir sie im 
Einklang mit der Figur mit Einführung treffenderer .symbolischer 
Bezeichnungen also ausilrücken: 



[12] = 

[45] 

+ 

»[2.3] 

+ 

l 1 

1 1 

[36] = 

[45] + : 

»'[23] 

+ 

»'[61] 

(23) 

[66] = 

»[45] 

+ 

[23] 

+ 

«[61] 

[14] = 

»'[45] + 

[23] 

+ 

«' [61] 


[34] = 

»[45] 

+ 

m[23] 

+ 

[61] 

[25] = 

:»'[4.5]+l 

»'[23] 

+ 

[61] 


[12] = 

[45] 

+ 

»[23] 

+ 

V [61] 

[36] = 

: [45] + : 

»' [23] 

+ 

»'[61] 

(24) 

[46] = 

w[45] 

+ 

[23] 

+ 

m'[61] 

[15] = 

1 1 

+ 

[23] 

+ 

K [61] 


[35] = 

V [45] 

+ 

1 1 

CO 

1 t 

+ 

[61] 

[24] = 

: V [45] + 

«[23] 

+ 

[61] 


[13] = 

[45] 

+ 

»[23] 

+ 

»'[61] 

[26] = 

= [45] + 

»'[23] 

+ 

»[61] 

(25) 

[56] = 

tv [45] 

+ 

[23] 

+ 

«[61] 

[14] = 

: »'[45] + 

[23] 

+ 

«'[61] 


[24] = 

V [45] 

+ 

u [23] 

+ 

[61] 

ill 

CO 
1 1 

E V [4.5] + 

«'[23] 

+ 

[61] 


[26] = 

[4.5] 

+ 

»'[23] 

+ 

»[61] 

[13] = 

E [45] + 

»[23] 

+ 

»'[61] 

(26) 

[15] = 

»'[45] 

+ 

[23] 

+ 

«[61] 

[46] = 

E w[45] + 

[23] 

+ 

«'[61] 


[34] = 

» [45] 

+ 

«[23] 

+ 

[61] 

[25] = 

e»'[45] + 

«'[23] 

+ 

[61] 


Die identischen Gleichungen (23) sind nichts anders als die 
Wiederholung der identischen Gleichungen (18) und (20), wenn 
man für die früheren Symbole der geraden, der ungeraden Sei- 
ten, und der drei Diagonalen des Pascalschen Sechsecks in 
Uebcrcinstimmung mit der Figur die Symbole einführt: 
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« = [45] = [23] r=[ril] «* = [12] //=[50] r* = [34] 

«" = [3fi] b" = [14] . e" = [35]. 

Die übrigen iilenlischen Cileicluingen drtRken mil IVieder- 
holiing der Symbole für die migeraden Seiti-n und der ilroi 
Diagonalen des I'ascalsclien Sechsecks alle übrigen Verbindungs- 
linien je zweier Ecken des Pascalschen Sechsecks doppelt aus als 
lineare Functionen der Symbole der geraden Seilen. 

Wir beweisen diese Behauptung nur an der zweiten (Glei- 
chung (24), weil der gleiche Beweis sich an allen übrigen wieder- 
holt. Ziehen wir nämlich von der genannten Gleichung (24; die 
zweite Gleichung (23) ab, so sehen wir, dass das Symbol [40] 
linear zusammengesetzt ist aus den Symbolen [50] mul [01], 
woraus folgt, dass die gerade l.inie [40] = 0 durch den Eck- 
punkt 0 des Sechsecks geht. Mullipliciren wir dagegen die drille 
Gleichung (23) mil u und ziehen sie von der zweiten Gleichung 
(24) ah, so sehen wir, dass dasselbe Symbol [40] auch aus den 
Symbolen [45] und [34] zusammengesetzt ist, dass also jene ge- 
rade Linie [40] == 0 auch durch die Ecke 4 des Pascalschen 
Sechsecks geht. Da die gerade Linie [40] = 0 die Ecken 
4 und 0 des Sechsecks verbindet, so ist auch das Symbol [40] 
für dieselbe gewählt. Gleiches gilt von den übrigen Symbolen. 

Die Lösung der oben gestellten .\ufgabe besteht 
demnach einfach darin, dass man die 15 ein geführten 
Symbole [xl] einzeln gleich 0 setzt. Die dadurch ent- 
stehenden Gleichungen drücken die gesuchten 15 geraden Linien 
aus. Die identischen Gleichungen (23) — (2G) lassen die Zu- 
sammensetzung jener Gleichungen erkennen aus drei von ihnen 
mit Zuziehung von nur drei Constanlen «, r, ti>, da «', v', tv die 
reciproken Werthe der ersteren sind. 

Wir heben noch hervor, dass der grosse Ap])aral, den wir 
in den Systemen identischer Gleichungen (23) ~ (20) niedergelegt 
haben, sich durch irgend eines von jenen Systemen, zum Beis|)iel 
durch das erste System, welches nur eine andere .Ausdrucksweise 
der Gleichungen (18) und (20) ist, und eine Bildungsregel für 
tlie übrigen ersetzen lässt. 

Man sieht nämlich, dass die drei Symbole [45], [23], [01], 
durch welche die 12 anderen ausgedrückt wurden, durch die 
Vertauschungen der Zahlen: 

i)* 
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4 mit 5, 2 mit 3, 6 mit 1 

iingeändert bleiben, während die übrigen 12 sich theilweise 
ändern. 

Es gehen die sechs Symbole, welche in den Gleichnngen (23) 
durch jene drei Symbole ansgedrückt sind, durch die angegebenen 
Vertauschungen der Reihe nach über in die durch (24), (25), (20) 
ansgedrückten Symbole. Damit aber auch jene Gleichungen 
(24), (25), (2G) richtig bleiben, hat man noch die entsprechenden 
Vertauschungen zu niaehen: 

tt mit tt, V mit v, rv mit iv . 

Wir können deshalb sagen: Man erhält aus jedem der 
vier Systeme identischer Gleichungen (23) — (26) die 
drei übrigen, wenn man in demselben die Verlan- 
schungen macht: 


(I) 4 mit 5 und « mit u 

(II) 2 mit 3 und t> mit v 

(III) <k mit 1 und m mit w. 


Schliesslich wiederholen wir zu weiterem Gebrauch nach 
Einführung der neuen Symbole die Gleichungen (21) und (22) 
der drei Pascalscbon Linien r" r r: 

u [45] + r'[23] + w'[61] =0 tt [4.5] + f [23] + w [Gl] = 0 
-|^m[45] + r[23] + w[61]J- + wr w |i/'[45] + p'[23] + w'[G1]| = 0 

und der drei Pascalschen Linien q" q q: 

(m — rw)[45] — (t> — w«)[23]=0, {n> — mp) [61] — (m — p«>)[45] = 0 
(p — wm)[23] — {tv — hp)[61]=0, 

welche der Reihe nach den Pascalschen Sechsecken (10) und (11) 
zugehören. 

Nach dieser Voruntersuchung kommen wir nun auf die oben 
erwähnte Frage nach den EigensebaRen der 60 Sechsecke zurück, 
welche sechs gegebene Ecken haben, wenn eines derselben ein 
Pascalsches Sechseck ist. 

Das eine Pascalsche Sechseck von den 60 Sechsecken mit 

135 

den gegebenen sechs Ecken s<‘i das Sechseck 12345G, oder 
von welchem die Symbole der ungeraden Seilen und der drei 
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Diagonalen in den identischen Gleichungen (23) durch die Sym- 
bole der geraden Seilen ausgedrnckt vorliegen. Wir fanden mit 
Einschluss des genannten Pascalschen Sechsecks sechs Pascalsche 
Sechsecke, welche die gegebenen Ecken 123456 haben, nämlich 
die Sechsecke (10) und (11). Wir bezeichnen sic kürzer, indem 
wir die drei ersten, ebenso die drei anderen zusammenfassen mit 
den Zeichen: 

(») [S] [S] 

aus welchen man die früheren (10) und (11) wieder herstellen 
kann durch cyclische Vertauschung der Zahlen des Nenners oder 
auch des Zählers. 

Wie diese sechs Pascalsche Sechsecke aus dem System 
Gleichungen (23) hervorgingen, so gehen aus jedem der vier 
Systeme Gleichungen (23) — (26) sechs Pascalsche Sechsecke 
hervor, und wie aus dem Systeme (23) durch die Vertauschungen 
(I), (II), (III) die übrigen Systeme erhallen werden, so erhält man 
aus (29) durch dieselben Vertauschungen die 18 Pascalschen 
Sechsecke : 

fl34l fl3t] ri26'l ri25] fesö] f635l 

(dU) . . . 

Kehren wir wieder zu den sechs Pascalschen Sechsecken (29) 
zurück, legen aber die ungeraden Seiten des Pascalschen Sechs- 
ecks 123456, deren Gleichungen sind [12] e= 0, [34] = 0, 
[56] = 0, zum Grunde, wie vorhin die geraden Seiten und be- 
merken, dass die angegebenen Gleichungen sich durch die Ver- 
tauschungen : 

(IV) 1 mit 2, 3 mit 4, 5 mit 6 

nicht ändern, so erhalten wir durch diese Vertauschungen aus 
(29) die 18 Pascalschen Sechsecke: 

räas] [235'! rus] riael riae] 

(^ 1 ) • • • [461J [341] L362J L632J 1 . 452 ] [542]' 

Legen wir endlich die Diagonalen [14] = 0, [25] = 0, 

[36] = 0 zum Grunde, so erhallen wir aus (29) durch die Ver- 
tauschungen : 

(V) 1 mit 4, 2 mit 5, 3 mit 6 
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^lie l'S 


l'asfalsdieii Sediserke; 

[ 4 : 15 ] pas] rmi ri32“| r^öi r ig5~i 

L1C2J Lci-’J LiGsJ L132J 


Die Gesainuilzalil dieser verschiedenen l'ascalschen Sedisecke 
mit den Ecken 123456 ist GO. Demnach haben wir im An- 
schluss an die oben aufgeslellten S;ltze folgende Erweileruiigcn ; 


Es giehl GO verschie- 
dene Sechsecke mit sechs 
gegebenen Ecken. Sie sind 
s ä m m 1 1 i c li I* a s c a 1 s c h e 
Seclisecke, wenn eines 
derselben ein Pascalsches 
Sechseck ist. 


Es giebt 60 verschie- 
dene Sechsecke mit sechs 
gegebenen Linien als Sei- 
ten. Sie sind sämmtlich 
Brianchonsche Sechsecke, 
wenn eines derselben ein 
Brianchonsches Sechseck 
ist. 


Diese GOPascalschen Sechsecke mit denselben sechs Ecken grnp- 
jiiren sich, wie man sieht, zwanzig Mal zu dreiem Da mm die Pas- 
calschen Linien jeder Gruppe sich in einem Steinerschen Punkte S 
schneiden, so hat man in dem Systeme der 60 Pascal- 
schen Sechsecke mit denselben sechs Ecken 20 Stei- 
nersche Punkte S. 

Wir werden, um die l.age der 20 Punkte S näher zu unter- 
suchen, zweckmässig jeden Punkt S mit demselben Symbol be- 
zeichnen, welches der Ausdruck von drei Pascalschen Sechsecken 
war, deren Pascalschc Linien sich in einem Steinerschen Punkte 
S schneiden. 

In dieser Voraussetzung stellt das Symbol; 

(33) [IS] 

den Steinerseben l’unkt S dar, in welchem sich die drei Pascal- 
schen Linien (27) schneiden. 

Addircn wir die beiden ersten Gleichungen (27), so erhalten wir: 

(34) ... («4- it) [45] -1- (t) -f- v) [23] -f (w -|- w] [61] = 0 

die Gleichung einer bestimmten geraden Linie R, welche durch 
jenen Steinerschen Punkt S (33) geht. 
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Uim li die Verl:iiisclmi)gen (I) (II) (III) ändert sicli die Glei- 
chung (34) nicht, während das Symbol (33) des Steinerschen 
Punktes S übergeht in die Symbole von drei anderen Steinerschen 
Punkten ü; 

[i] [i] [:s]- 

Wir schliessen hieraus, dass die genannten vier Steinerschen 
Punkte (33) und (35) auf einer und derselben geraden Linie (34) 
liegen, der Steinerschen geraden Linie R. 

Solcher Steinerschen geraden Linien R, auf welchen vier 
Punkte S liegen, giebt es mehrere in dem Systeme. Auf einer 
zweiten geraden Linie R Hegt der Punkt (33) und die vier Punkte, 
deren Symbole aus dem genannten durch die Vertauschungen (IV) 
hervorgehen : 

(B“) [a [g\ [s]- 

Auf einer dritten geraden Linie R liegt der Punkt (33) und 
die Punkte, deren Symhole aus (33) durch die Vertauschungen (V) 
erhalten werden: 

13’) [S] [S] [S]- 

Wir können daher sagen, dass in jedem der 20 Steiner- 
schen Punkte S sich drei Steinersche gerade Linien R 
schneiden. 

Um die Zahl der verschiedenen Steinerschen Linien R zu 
ermitteln, bemerken wir, dass wir unserer analytischen Unter- 
suchung die geraden Linien [45] = 0, [23] = 0, [61] = 0 
zum Grunde gelegt haben, das sind drei gerade Linien, welche 
durch sämmtliche Ecken der Pascalschen Sechsecke geben. Die 
Untersuchung führte schliesslich auf die Steinersche Linie (34). 
Mau kann aber von jeden drei geraden Linien ausgeben, welche 
durch die sechs Ecken des Pascalschen Sechsecks gelegt sind 
uud wird jedes Mal auf eine Steinersche Linie R hinauskommen. 
Man hat demnach soviel Steinersche Linien R, als wie viel Mal 
sich drei gerade Linien durch sechs Punkte legen lassen, nämlich 
15 Mal. Es ist demnach 15 die Zahl der verschiedenen 
Steinerschen Linien R, auf deren jeder vier Steiner- 
schc Punkte S liegen. 
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Wir haben 15 Linien R und 20 runktc S. In jedem Punkte 
S schneiden sich drei Linien R und auf jeder Linie R iicgeii 
vier Punkte S. Es sind das dieselben Elemente, aus welchen die 
oben discutirte Figur des Satzes von den drei Dreiecken besteht, 
welche dreien von einem Punkte ausgehenden geraden Liinen 
einbeschrieben sind. Die 15 geraden Linien R und die 20 Punkte 
S bilden die dort beschriebene Figur. 

Man kann sich davon auch direct überzeugen; denn man ist 
nach dem Vorhergehenden in der Lage, 15 Mal die vier von den 
in (29) — (32) symbolisch dargestellten 20 Steinerschen Punkten S 
zusammenzustellen, welche in einer jeden der 15 Steinerschen 
Linien R .liegen. * 


Elfte Vorlesung. 
Der Kreis. 


Wir haben bereits in der ersten Vorlesung die Gleichung 
des Kreises abgeleitet. Wir erhalten dieselbe, wenn wir von dem 
Quadrat der Entfernung eines variabeln Punktes xtj von einem 
gegebenen Punkte a b das Quadrat des Radius r abziehen und die 
Differenz gleich 0 setzen: 

(1) [x — «)* + (y — b)'^ — r* = 0. 

Diese Form der Kreisgleichung, gleichviel ob unentwickelt 
oder entwickelt, werden wir die Normalform nennen zum 
Unterschiede von der allgemeinen Form, welche aus der 
Multiplication jener Gleichung mit einem beliebigen constanten 
Factor hervorgeht. Ein Criterium für die entwickelte Kreis- 
glcichung in der Normalform ist hiernach, dass sowohl der 
Coeflicient von x'^ als der von y* gleich der Einheit ist, während 
in der allgemeinen Form diese Cocfficienten nur einander 
ffleich sind. 
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Wenn wir iu dem linken Thcilc der Gleichung (1) unlcr 
X und y die Coordinaten eines beliebigen Punktes p verstehen, 
der nicht in der Peripherie des Kreises liegt, so drückt die 
Summe der beiden ersten Glieder das Quadrat der Entfernung d ' 
des Punktes p von dem Centrum c des Kreises aus. Der linke 
Theil der Gleichung (1) wird demnach gleich: 

(d + r) (d — r) 

gleich dem Produkt der beiden Abschnitte, welche der Kreis auf 
der geraden Linie pc von p aus gerechnet macht. Da dieses 
Produkt bekanntlich gleich ist dem Quadrat der von dem Punkte 
p an den Kreis gezogenen Tangente, so haben wir den Satz: 

Wenn man den linken Theil einer in der Normal- 
form gegebenen Kreisgleichung von seinem rechten 
Theile, der = 0 ist, trennt, so drückt derselbe das 
Quadrat der Tangente aus, welche von einem belie- 
bigen, durch die Coordinaten x, y gegebenen, Punkte 
an den Kreis gezogen ist. 

Die entwickelte Kreisgleichung ist im Allgemeinen von der 
Form: 

(2) . . . + Bxy + Cy'^ + Dx + Ey F = 0. 

Aber nicht jede Gleichung von dieser Form stellt analytisch 
einen Kreis dar. Es wird sich der linke Theil dieser Gleichung • 
auf die Form des linken Theiles der Gleichung (1), multiplicirt 
mit einem noch zu bestimmfendeh Factor X, zurückführen lassen 
müssen, wenn die Gleichung (2) die eines Kreises sein soll. Die- 
ses ti'ifl't zu unter den Bedingungen: 

X = A 0 = B A = C 

— 2Xaz=D —2Xb—E A («’ -f- 6* - = F. 

Eliminirt inan aus diesen sechs Gleichungen die vier Unbe- 
kannten «, b, r, X, so erhält man die Bedingungen, unter 
welchen die Gleichung (2) einen Kreis darstellt: 

(3) , . A = C B = 0. 

Wenn diese beiden Bedingungen erfüllt werden, stellt die 
Gleichung (2) immer einen Kreis dar. Denn wir linden unter 
diesen Bedingungen die Werthe der Unbekannten: 
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(4) . . . X = A a — ~^ b 


— E ^ o^-Jf — iAE 
2A 4 . 4 « 


Ks kann sich frcilicli ereignen, dass der Werth des Radius r 
des Kreises imaginär wird, jedoch werden wir auch imaginäre 
Kreise in den Kreis unserer Betrachtungen ziehen. 

In die Gleichung (1) des Kreises führt man die homogenen 

Coordinaten ein, wenn man für a: und y setzt ^ und ^ und mit 
2 * multi|)ticirt, wodurch man erhält: 

( 5 ) . . . . (x — az)* -f- (y — 62)* — r*2* = 0. 

Dieser homogenen Gleichung des Kreises werden wir uns 
mit Vortheil bedienen, um die .Aufgabe zu lösen: 


Die Gleichung (1) eines Kreises und die Coordi- 
naten aj^y^ und a;,y, irgend zweier Punkte 0 und 1 sind 
gegeben, die Coordinaten der Schnittpunkte zu be- 
stimmen, in welchen die Verbindungslinie der ge- 
gebenen Punkte den Kreis schneidet. 

Die homogenen Coordinaten x, y, z eines beliebigen Punktes 
der Verbindungslinie sind bekanntlich: 

(6) . . . a: = a:o — i.T, y = y» — 2 = 1 — i. 

Es wird der heliebige Punkt der Verbindungslinie der Schnitt- 
punkt derselben mit dem Kreise, wenn die Werthe von x, y, z 
aus (6) in die homogene Gleichung (5) des Kreises gesetzt der 
Gleichung genügen. Die letztere wird dabei eine quadratische 
Gleichung in A: 

( 7 ) aV- - + Y = Q, 

indem man hat: 

a = {x^ — cif -I- (y, — bf ^ 

(8) . . . . |S = (a:„ — «) (a;, — «) -|- (y„ — b) (y, — ft) — r- 

y = (•'«•0 — ")* + (.'/« — 


Löset man nun die quadratische Gleichung (7) auf und setzt 
für A in (6) die eine oder die andere Wurzel, so hat man die 
homogenen Coordinaten (tfer gesuchten Schnittpunkte. 
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Das ScliniUpuiiktepaar ist liarnionisch mit dem gegebenen 
Punklepaar, wenn die Wurzeln der quadratischen Gleicliung 
gleicli, aber vou entgegengesetzten Vorzeichen sind, was mau aus 
den Wertheu (6) der Coordinalen der Schnittpunkte ersehen kann. 

Die Bedingung für ein gegebenes Punktepaar der Art ist dem- 
nach (3 = 0. 

Man nennt zwei Punkte, deren Verbindungslinie den Kreis 
in einem Punktepaar schneidet, welches harmonisch ist mit den 
beiden Punkten, harmonische Pole des Kreises. Die Be^ 
dingung (3 = 0 zwischen den Coordinaten x, y des einen und 
Xj, y, des anderen Poles wird demnach: 

(9) . . . (x — a) (.f, — a) -I- (y — i) (yi — b) — r‘ = 0. 

Es ist dieses zugleich die Gleichung einer geraden Linie, auf 
w elchei’ der eine Pol variirt, wenn der andere unverändert bleibt ; . 

mit anderen Worten: 

Der geometrische Ort des, einem gegebenen 
l'unkte zugeordneten, harmonischen Poles des Krei- 
ses ist eine gerade Linie. 

Diese gerade Linie führt den Namen der Polare des ge- 
gebenen Punktes und der gegebene Punkt deu Namen des Poles 
der geraden Linie. Die Gleichung (9) stellt also die Po- 
lare des durch seine Coordinaten x, y, gegebenen 
Punktes dar. 

Man construirt hiernach die Polare eines gegebenen Punktes, 
indem man durch den gegebenen Punkt irgend zwei gerade Li- 
nien zieht und auf jeder derselben zu dem Schnittpunktepaar des 
Kreises und dem gegebenen Punkte den vierten harmonischen 
Punkt fixirt. Die Verbindungslinie der vierten harmonischen 
Punkte wird die gesuchte Polare sein. Sind im Speciellen jene 
beiden durch den gegebenen Punkt gezogenen geraden Linien 
Tangenten des Kreises, so werden die vierten harmonischen 
Punkte auf ihnen die Berühriings])unktc der Tangenten, und die 
Polare des gegebenen Punktes stellt sich dar als die Verbindungs- 
linie der Berührungspunkte der von dem gegebenen Punkte an 
den Kreis gezogenen Tangenten. 

Durch die geringste Zahl von geraden Linien ist die ange- 
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deutele Cuiislructioii in der ersten Figur ausgeführt, in welcher 
von dem gegebenen Funkte p zwei beliebige gerade Linien aus- 
gehen, die den Kreis in den Funkten 1, 3 und 4, 2 treffen. Die 

Fig. 11. 




puuktirtc gerade Linie P, welche die Schnittpunkte der gegen- 
überliegenden Seiten des Vierecks 1234 verbindet, ist die ge- 
suchte Folare des gegebenen Funktes p, weil sie die beiden von 
dem Punkte p ausgehenden geraden Linien in den vierten har- 
monischen Funkten schneidet. Der Beweis davon beruht auf dem 
Satze, dass in einem vervollständigten Viereck 1234 jede Diago- 
nale von den beiden anderen Diagonalen harmonisch geschnit- 
ten wird. 

Eine andere Ausführung der Construction in der zweiten 
Figur, in welcher von dem gegebenen Punkte p drei beliebige 
gerade Linien ausgeheu, ist begründet durch die erste. 

Aus der angegebenen Construction wird ersichtlich, dass 
die Polare eines Punktes immer senkrecht steht auf 
der geraden Linie, welche den Punkt mit dem Mittel- 
punkte des Kreises verbindet. Es ergiebt sich ferner 
daraus, dass die Polare des Mittelpunktes eines Krei- 
ses eine gerade Linie im Unendlichen ist. 

Wählen wir auf der Polare (9) des gegebenen Punktes 1 
einen beliebigen Punkt 0, so genügen seine Coordinaten Xq 
jener Gleichung und man hat: 

(«0 — “) (®l — «) + (^0 — (yi — 1>) — r* = 0. 

Auf Grund dieser Gleichung genügen aber auch die Coordinaten 
ajj y^ des Punktes 1 der Gleichung der Polare des gewählten 
Punktes 0: 

(x — a) (aro — «) -f [y — b) [y^ — 6) — r* = 0. 
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Wir können deshalb sagen: 

Flarinonische Pole eines Kreises haben die cha- 
rakteristische EigenschaTt, dass die Polare des einen 
durch den anderen geht. 

Fixiren wir anf einer geraden Linie mehrere Punkte, so ist 
jeder derselben harmonischer Pol zum Pole der geraden Linie. 
Nach dem letzten Satze schneiden sich die Polaren der fixirten 
Punkte in dem Pole der geraden Linie. Wir haben demnach den 
Satz , welcher dient den Pol einer gegebenen geraden Linie zu 
construiren : 

Wenn ein Punkt eine gerade Linie durchläuft, sc . 
dreht sich seine Polare um den Pol der geraden Linie. 

Wir können den Satz auch umkehren wie folgt: 

Wenn eine gerade Linie sich um einen festen 
Punkt auf ihr dreht, so beschreibt der Pol der, gera- 
den Linie die Polare des festen Punktes. 

Denn zieht man durch den festen Punkt eine gerade Linie, 
so bildet der Pol derselben und der feste Punkt ein Polenpaar. 
Da aber die Polare des einen durch den anderen gebt, so liegt 
der Pol der geraden Linie auf der Polare des festen Punktes. 

Wenn der Pol in der Periph erie des Kreises liegt, 
so ist seine Polare Tangente des Kreises in dem Pol. 

Zieht man nämlich durch den Pol, der in der Peripherie 
des Kreises liegt, um seine Polare zu construiren, Secanten des 
Kreises, so wird der vierte harmoni.sche Punkt auf ihnen immer 
mit dem Pole zusaramenfallen. Nur in dem Falle, wenn die 
Secante Tangente wird, fällt der vierte harmonische Punkt nicht 
mit dem Pole zusammen, sondern kann jeder beliebige Punkt der 
Tangente sein. Da nun der geometrische Ort der vierten har- 
monischen Punkte die Polare ist, so ist in dem vorliegenden 
Falle die Polare Tangente des Kreises. Es ist demnach die 
Oleichung (9) die Gleichung der Tangente des Kreises 
in dem Punkte seiner Peripherie, dessen Coordinaten a:,, y^ sind. 

Wir kehren zurück zu der quadratischen Gleichung (7), von 
welcher die Bestimmung der Schnittpunkte der geraden Linie 01 
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lind des Kreises abliängt. Die gerade Linie Ol wird Tangente 
des Kreises, wenn die Schnittpunkte zusainmenrallen, das ist, 
wenn die Wurzeln der quadratischen Gleichung (7) gleich werden. 
Die Wurzeln derselben werden aber einander gleich unter der 
Bedingung /3* — ay = 0. Unter dieser Bedingung wird also die 
gerade Linie Ol Tangente des Kreises. Betrachten wir nun den 
Funkt 1 als gegeben, so wird der geometrische Ort des Punktes 0, 
dessen Verbindungslinie mit dem gegebenen Punkte 1 eine Tan- 
gente des Kreises ist, das Tangentenpaar, welches sich von dem 
Punkte 1 an den Kreis legen lässt. Setzen wir demnach in die 
Bedingungsgleichung |3^ — «y = 0 die Weiihe (8), und für ar,, 
und die Variabein, so erhallen wir die Gleichung des 
Tangentenpaares vom Punkte 1 an den Kreis gelegt: 

nO\ { (^1 - “) + (y — *) — *) — 

' ' {(^1 -«)' + { y , -*)^- r »}= 0 . 

Dass diese Gleichung ein Linienpaar darslellt, welches von 
, dem Punkte 1 ausgeht, davon kann man sich nachträglich da- 
durch überzeugen, dass man die Gleichung (10) durch Entwicke- 
lung auf die Form (1) der achten Vorlesung bringt, die Werlbe 
der Cocfficienlen o** berechnet und sie in die Gleichungen (4) 
jener Vorlesung, den Bedingungen für ein vom Punkte 1 aus- 
gehendes Linienpaar, einsetzt. Man wird sehen, dass jene Be- 
dingungsgleichungen erfüllt werden. Doch halten wir diese Probe 
nach dem Vorhergehenden für überflüssig. 


Wie ein Kreis durch die Punkte in seiner Peripherie be- 
stimmt ist, so wird derselbe auch bestimmt sein durch seine 
Tangenten. Betrachten wir demnach den Kreis als gegeben durch 
seine Tangenten und operiren mit diesen Tangenten wie vorhin 
mit den Punkten in der Peripherie des Kreises, so ergiebt sich 
daraus eine neue analoge Behandlungswcise des Kreises. Wir 
beginnen dieselbe mit der Aufgabe: 

Die Bedingung zwischen den Coordinaten u, r 
einer geradcir Linie zu bestimmen, unter welcher die 
gerade Linie Tangente des Kreises ist, dessen Mittel- 
punkt durch seine Goordinaten «, b und dessen Ra- 
dius r gegeben seien. 
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Die in Piiiiktcoordmalen gegebene Gleichung einer geraden 
Linie: 

ux + + 1 = G 

wird Tangentengleichung des Kreises, wenn der senkrechte Ab- 
stand der geraden Linie von dem Mittelpunkte des Kreises gleich 
dem Radius ist. Drücken wir daher den senkrechten Abstand 
von dem Mittelpunkte nach den bekannten Regeln aus: 

Ufl -f- t)Ä -j- 1 
+ «’) 

und setzen ihn = r, so haben wir die gesuchte Bedingung, die 
sich durch Quadrirung beider Theile der Gleichung auf die Form 
bringen lässt; 

(11) ... {au + bv + 1)2 — r2 («2 + pV) = 0. 

Wir nennen diese Gleichung die Gleichung des Kreises 
in Liniencoordinaten, indem wir darunter die Relation ver- 
stehen, welche die Coordinaten «, v einer geraden Linie zu er- 
füllen haben, wenn sie Tangente des Kreises sein soll. Die 
Coordinaten jeder beliebigen Tangente des Kreises genügen der 
Gleichung, wie umgekehrt jede gerade Linie, deren Coordinaten 
<ler Gleichung genügen, Tangente des Kreises ist. 

Die Gleichung (11) repräsentirt die Nor mal form, welche 
von der allgemeinen Form der Kreisgleichung in Li- 
niencoordinaten sich nur durch einen constauten Factor 
unterscheidet. 

Der Vollständigkeit wegen führen wir den folgenden Satz 
an, der sich nach dem Vorhergehenden von selbst versteht; 

Wenn man den linken Theil einer in der Normal- 
form gegebenen Kreisgleichnng in Liniencoordinaten 
von seinem rechten Theile, der = 0 ist, trennt, ihn 
hierauf durch «2 + dividirt, so stellt der Quotient 
die Differenz des Quadrates des senkrechten Abstan- 
des einer durch ihre Coordinaten uv gegebenen ge- 
raden Linie von dem Mittelpunkte des Kreises und 
des Quadrates des Radius dar. 

Diese Dilferenz ist gleich dem Quadrat der Tangente, welche 
von dem Fusspunkte des Lothes, welches von dem Mittelpunkte 
des Kreises auf die gegebene, gerade Linie gefällt, ist, an den 
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Kreis gelegt werden kann. Kürzer können wir .sagen, dass jene 
DilTerenz das Quadrat der kfirzeslen Tangente darstelle, welche 
von einem variabeln Punkte der gegebenen geraden Linie an den 
Kreis gezogen werden kann. 

Die entwickelte Kreisgleichung (11) hat die Form: 

(12) . . . Au‘‘ + Buv + Cv'‘ + I)u + Ev + F = 0. 

Da diese Gleichung sechs Constanten enthält, die mit einem 
beliebigen Factor i multiplicirle Gleichung (11) aber nur vier 
Constanten, so müssen zwischen jenen sechs Constanten zwei 
Relationen obwalten, wenn die Gleichung (12) einen Kreis dar- 
stellen soll. Diese Relationen werden wir fesLstellen. 

Setzen wir zu diesem Zwecke die Coefficienten in (12) den 
entsprechenden mit X multiplicirten CoerTicienten in der Ent- 
wickelung von (11) einander gleich, so erhalten wir: 

A(a*— r’)=v4 2lab = B k — r"^) = C 

2ka = D 21& == £ k — F. 

Durch Elimination der Unbekannten 1, a, b, r erhalten wir die 
Red ingiingen, unter welchen die Gleichung (12) in 
Liniencoordinaten einen Kreis darstellt: 


(1.3) ... DE — 2BF =0, D* — AAF — F!^ — ACF. 


Die Coordinalen a, b des Mittelpunktes und r der Radius des 
Kreises werden unter diesen Redingungen aus obigen sechs Glei- 
chungen gefunden: 


(14) . 


2F 




Dt — iAF — ^CF 


2F AF^ AF* • 

Durch Einführung der homogenen Liniencoordinaten geht 
die Gleichung (11) des Kreises über in: 

(15) ... («M -}- ftj' w)^ — r* (m* = 0, 

eine bequemere Form für die Behandlung der folgenden Aufgabe: 


Die Gleichung (15) eines Kreises und die Coordi- 
naten m„, und w,, r, irgend zweier geraden Linien 0 
uimI 1 sind gegeben, die Coordinaten der Tangenten 
zu bestimmen, welche sich von dem Schnittpunkte 
der gegebenen geraden Linien an den Kreis ziehen 
lassen. 
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Die homogenen Coordinaten ti, v, n> irgend einer geraden 
Linie, welche durch den Schnittpunkt der gegebenen geht, sind 
bekanntlich : 

(IG) . . . M = My — Au| V = Vy — w = 1 — A. 

Soll diese gerade Linie Tangente des Kreises werden, so 
muss man den willkürlichen Factor A so bestimmen, dass die 
Werihe von u, v, tv aus (16) in (15) eingesetzt der Gleichung 
genügen. Dieses führt auf die quadratische Gleichung: 

(17) AX^ — 25A + C = 0, 

indem man hat: 

A = (««, + 6 t-, + 1)2 - r2 («,2 + »,2) 

(18) 5= (rt«o + 6t-o + 1) (oM, + bv^ + 1) — r2(«yM, + t-yt-i) 
C = (rt«o + 6r„ + 1)2 — r2 (t/y2 ^ 

Lö.set man die quadratische Gleichung (17) auf und setzt in (16) 
für A die eine oder die andere Wurzel, so hat man die homo- 
genen Coordinaten der gesuchten Tangenten des Kreises. 

Aus jenen Werthen (16) der homogenen Coordinaten ist er- 
sichtlich, dass das gegebene Linienpaar harmonisch ist mit dem 
Tangentenpaare, wenn die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
gleich, aber von entgegengesetzten Vorzeichen sind, das heisst 
unter der Bedingung B — 0. 

Zwei gerade länien, die harmonisch sind mit dem Tangenten- 
paar, welches sich von dem Schnittpunkt der geraden Linien an 
«len Kreis legen lässt, heissen harmonische Polaren des 
Kreises. Die Bedingung jB = 0 zwischen den Coordinaten m, v 
der einen und w,, », der andern ihr ziigeordneten Polare des 
Kreises ist demnach: 

(19) , . (rti< -)- 6» -f- 1) (««, -|- hv^ -J- 1) — c2 (uu^ -j- er,) = 0. 

Es ist dieses die Gleichung eines Punktes, durch welchen 
alle einer gegebenen geraden Linie 1 zugeordneten harmonischen 
Polaren gehen. Um ihn zu bestimmen, ziehen wir in einem der 
Schnittpunkte der gegebenen geraden Linie 1 und des Kreises 
eine Tangente an letzteren. Diese Tangente und die gegebene 
gerade Linie 1 sind harmonische Polaren nach der Definition der 

Hesse, Analyt. Gf'timelr.d. Ebeno. J. IQ 
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harmonischen Polaren. Die Tangente in dem zweiteir Schnitt- 
punkte und die gegebene gerade Linie 1 sind wieder harmonische 
Polaren. Jede dieser Tangenten ist also harmonische Polare zur 
gegebenen geraden Linie 1, der Schnittpunkt der Tangenten 
also der gesuchte Punkt. Da aber der Schnittpunkt zweier Tan- 
genten eines Kreises der Pol der geraden Linie ist, welche die 
Berührungspunkte verbindet, so ist der gesuchte Punkt der Pol 
der gegebenen geraden Linie 1 und wir haben damit den Satz 
bewiesen : 

Alle einer gegebenen geraden Linie zugeordneten 
harmonischen Polaren eines Kreises schneiden sich 
in dem Pole der gegebenen geraden Linie, 

oder mit anderen Worten: 

Harmonische Polaren eines Kreises hnhen die 
charakteristische Eigenschaft, dass der Pol der einen 
auf der anderen liegt. 

Die Gleichung (19) stellt hiernach den Pol dar 
der durch die Coordinaten Mj p, gegebenen geraden 
Linie. 

Wir haben bis dahin nur den Fall discutirt, wenn die qua- 
dratische Gleichung (17), von welcher die Bestimmung des Tan- 
gentenpaares abhängt, welches von dem Schnittpunkte zweier ge- 
gebenen geraden Linien 0 und 1 an den Kreis gezogen werden 
kann, gleiche Wurzeln mit entgegengesetzten Vorzeichen hat. Es 
bleibt noch übrig, den Fall gleicher Wurzeln zu untersuchen. 

Dieser Fall tritt ein, wenn = 0. Unter dieser 

Bedingung werden zwei gerade Linien 0 und 1 sich in einem 
Punkte schneiden, von dem aus die beiden an den Kreis ge- 
zogenen Tangenten zusammeufallen. Die geometrische Anschauung 
lehrt, dass dann der Schnittpunkt in der Peripherie des Kreises 
liegen muss. Es ist demnach jene Gleicliung die Bedingung, un- 
ter welcher zwei durch ihre Coordinaten gegebene gerade Linien 
0 und 1 sich in einem Punkte der Peripherie des Kreises 
schneiden. 

Betrachten wir nun die gerade Linie 1 als eine gegebene, 
die andere als gesucht und setzen «, v für «g, t»g, so haben wir 
mit Rfleksifht auf (18) die Bcdingnngsgleichung : 
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( 20 ) («"i +**’i + 1)— +»’?), )}2 

— { (au+6w+l)*— r* («HO } { (««i + 1)^— r* } =Ö. 

Es giebt aber auf der gegebenen geraden Linie 1 zwei 
Punkte, von welchen die an den Kreis gezogenen Tangenten je- 
des Mai ziisammenfalicn , das sind die Schnittpunkte der gegebe- 
nen geraden Linie 1 und des Kreises. Die Coordinalen u, w in 
der Gleichung (20) müssen also geraden Linien angehören, 
welche entweder durch den einen Schnittpunkt oder durch den 
anderen gehen. Die Gleichung (20) stellt demnach das 
Punkte paar dar, in welchem die gegebene gerade 
Lijiie 1 den Kreis schneidet. 

Dass die Gleichung (20) wirklich ein Punktepaar auf< der 
geraden Linie 1 darstellt, davon kann man sich zum Ueberflusse 
überzeugen, wenn man die Gleichung (20) auf die Form (2) der 
achten Vorlesung bringt und dann die Bedingungen (8) jener 
Vorlesung für ein Punktepaar aufstellt. Man wird sehen, da.ss die 
Bedingungen erfüllt werden. 


Zwölfte Vorlesung. 

Das System von Kreisen, Avelche durch die 
Schnittpunkte zweier Kreise gehen. 


Da die Kreisgleichungen alle von derselben Form sind, so 
bringt es Vortheil, für diese Form ein bestimmtes Symbol k ein- 
zuführcu. Wir werden deshalb mit /c^, /r, .... die Ausdrücke 
bezeichnen: 

*0 = (« — “o)'^ + {y — — »'o* 

(1) ^, = (a; — a,)* + [y — h^f — Cj* 


Um die Mittelpunkte der Kreise analytisch darziistellcn, wer 
den wir uns der Syn)bole ... bedienen: 

10 
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A„ = a^u + b„v + 1 

(2) ^, = <I,M + Ö, t! + 1 

ßetraditen wir nun zwei durch ilire Gleichungen in der 
Normairorm gegebene Kreise: 

(3) ^ 0=0 *1=0 

und hildcn die Gleichung mit dem willkürlichen Factor 1: 

(4) A„ — A*i = 0, 

so stellt dieselbe wieder einen Kreis dar, weil sie den Bedingun- 
gen (3) der vorhergehenden Vorlesung genügt. 

Dieser Kreis geht durch jeden der beiden Punkte hindurch, 
in welchen sich die gegebenen Kreise schneiden. Denn denkt 
man sich die Coordinaten eines der beiden Schnittpunkte aus den 
Gleichungen (3) berechnet und setzt sie in *„ und *, ein, so 
verschwinden diese Ausdrücke. E)s verschwindet also auch iler 
linke Theil der Gleichung (4) durch Einsetzen der berechneten 
Coordinaten und die Gleichung wird erfüllt. 

Die Gleichung *„ — A*| = 0 stellt das ganze Sy- 
stem von Kreisen dar, welche sich in den beiden 
Punkten schneiden, in welchen sich die gegebenen 
Kreise *„ = 0 und =i 0 schneiden. 

Da die er.st genannte Gleichung einen willkürlichen Factor 1 
enthält, so kann man denselben immer so bestimmen, dass der 
durch die Gleichung repräsentirte Kreis durch einen beliebig ge- 
gebenen Punkt geht. Da nun ein bestimmter Kreis des Syslemes 
durch drei Punkte seiner Peripherie, durch die beiden Schnitt- 
punkte der gegebenen Kreise und durch noch einen Punkt he- 
stimint ist, so wird man den Factor 1 so bestimmen können, 
dass *Q — A*, =0 die Gleichung des bestimmten Kreises wird. 

Die genannte Gleichung mit dem willkürlichen Factor A stellt in 
der That alle Kreise des Systemes ohne Ausnahme dar. 

Bestimmen wir nach den Formeln (4) der vorhergehenden 
Vorlesung die Coordinaten n, b des Mittelpunktes und den Ra- 
dius r des Kreises (4), so linden wir: 

(5) »0 — ^«1 I b„ — Ib, , C|’ ^* + { [ 041^ — >0 * — C|* } A -p »■„ » 

' 1 - -l 1 - A ^ (1- Al» 
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wenn wir mit [01] den Abstand der Mittelpunkte 0 und 1 der 
Kl •eise = 0 und ky = 0 von einander bezeichnen. Bilden 
wir nun aus den gefundenen Coordinaten des Mittelpunktes die 
Gleichung desselben, so können wir mit Hinweisung auf die Be- 
zeichnung (2) auch sagen: 

Wenn = 0 und A-j = 0 die Gleichungen zweier 
gegebenen Kreise in der Normalform sind, = 0 
und Ay 0 die Gleichungen der Mittelpunkte dersel- 
ben ebenfalls in der Nurmalform, so ist: 

(6) A„ — lAj = 0 

die Gleichung irgend eines Kreises, der durch die 
Schnittpunkte der gegebenen Kreise geht, und: 

(7) A^-lAy=0 

die Gleichung seines Mittelpunktes. Der Radius r 
desselben wird durch die Formel bestimmt: 

+ { [01]« - r„« - r,»} X -f r„« 

^ • '' (1 — 1 )» 

Die Gleichung (7) beweiset, dass die Mittelpunkte aller Kreise 
des Systemes auf der Verbindungslinie der Mittelpunkte der ge- 
gebenen Kreise liegen. 

Unter den Kreisen des Systemes zeichnet sich ein Kreis be- 
sonders aus, dem der Werth X = 1 entspricht. Sein Radius ist 
nach (8) unendlich gross und sein Mittelpunkt (7) fällt in das 
Unendliche. Ein solcher Kreis muss in dem Theile, der im End- 
lichen liegt, eine gerade Linie vorstellen. Und in der That sehen 
wir, dass seine Gleichung: 

(9) . . . . A„ — A, = 0 

eine gerade* Linie darstellt, weil in derselben die Glieder des 
zweiten Grades ganz fehlen. 

Diese durch die Gleichung (9) dargestellte gerade Linie, 
welche die Schnittpunkte der gegebenen beiden Kreise verbindet, 
führt den Namen der gemeinschaftlichen Secante der 
Kreise. Sie ist unter allen Umständen reell und kann, wenn die 
Kreise sich in reellen Punkten schneiden, leicht construirt wer- 
den. Schneiden sich die gegebenen Kreise in imaginären Punk- 
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teil, SU liedaif es einer anderen citarakteristisclien Eigenschaft 
der geiueinscliartlichcn Secaiite zu ihrer Constructiuu. 

Wir können eine charakteristisclie Eigenschaft der gemein- 
schaftlichen Secante zweier gegebenen Kreise unmittelbar aus 
ihrer Gleichung (9) ablesen. Erinnern wir uns nämlich, dass 
und Atj die Quadrate der Längen der von einem Punkte x, y 
an die gegebenen Kreise Atj, = 0 und Ar, s= 0 gezogenen Tan- 
genten ausdrücken, so sehen wir, dass die Gleichung (9) den 
geometrischen Ort derjenigen Punkte darstellt, von welchen die 
Tangenten an die gegebenen Kreise gezogen einander gleich sind. 
Wir haben demnach den Satz: 

Die gemeinschaftliche Secante zweier Kreise ist 
der geometrische Ort derjenigen Punkte, von welchen 
die an die Kreise gezogenen Tangenten einander 
gleich sind. 

Ilalbirt man daher irgend zwei gemeinschaftliche Tangenten 
zweier Kreise, so wird die Verbindungslinie der Ilalbirungspunkte 
die gemeinschaftliche Secante der beiden Kreise sein, mögen sich 
die Kreise in reellen oder in imaginären Punkten schneiden. Die 
Construction der gemeinschaftlichen Secante zweier Kreise, von 
welchen der eine ganz innerhalb des anderen liegt, macht nach 
dem angegebenen Satze auch keine Schwierigkeit. 

Wie die Gleichung (9) eben geometrisch interpretirt worden 
ist, so kann man auch die jllgemeinere (6) geometrisch deuten, 
wie folgt: 

Der geometrische Ort derjenigen Punkte, von 
welchen die Tangenten an zwei gegebene Kreise ge- 
zogen ein gegebenes Verhältniss haben, ist ein Kreis, 
der durch dieSchnittpnnkte der gegebenen Kreise geht. 

Unter den Kreisen des Systemes (4), welch« durch die 
Schnittpunkte der gegebenen beiden Kreise gehen, zeichnen sich 
zwei Kreise aus, deren Radien r verschwinden. Setzen wir in (8) 
r = 0, so erhalten wir die in A quadratische Gleichung , 

(10) . . . {[Oip — rp — r,*}. A -f- rp == 0, 

deren Wurzeln und 1, den beiden Kreisen entsprechen. Aus 
(6) und (7) gehen nämlich die Gleichung des einen Kreises und 
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die Gleichung seines Millelpunktes hervor, wenn man für A die 
eine Wurzel der quadratischen Gleichung (lOJ setzt. Die andere 
Wurzel entspricht ebenso dem anderen Kreise. Die Mittelpunkte 
dieser Kreise heissen die Greiizpuukte des Systemes der 
Kreise (4). 

Die Grenzpunkte sind reell oder imaginär, je nachdem die 
Wurzeln der quadratischen Gleichung (10) reell oder imaginär 
sind. Die Realität der Wurzeln hängt ab von dem Ausdrucke: 
{[01]* - V - r,*}* - 4ro*r,*. 

Ist er positiv, so sind die Wurzeln reell, im anderen Falle sind 
die Wurzeln imaginär. Der angegebene Ausdruck lässt sich in 
Factor en zerlegen: 

— {[01]+'‘o+»‘i} {— [01]+ro+r,} {[01] — | {[OlJ+r# — r,| 

und mau bemerkt in dieser Zerlegung leicht, dass er positiv ist 
unter der Redingung: 

[01] > ro + Tj oder [01] < r, — r„ wenn rj > r,,, 
unter welcher die gegebenen Kreise sict^ in imaginären Punkten 
schneiden. Wir können deshalb sagen: 

Ein System von Kreisen, welche durch zwei ge- 
gebene Punkte gehen, hat zwei imaginäre Greiiz- 
punkte, wenn die gegebenen Punkte reell sind; das 
System von Kreisen hat reelle Grenzpunkte, wenn die 
Kreise sich in imaginären Punkten schneiden. 

Da die Gleichung (8) bei einem gegebenen Radius r in A 
quadratisch ist, so sicht man in dem Systeme immer zwei Kreise 
auftreten mit einem gegebenen Radius. 

Das System von Kreisen zu construiren, welche durch die 
Schnittpunkte zweier gegebenen Kreise geht, hat keine Schwierig- 
keit, wenn die gegebenen Kreise sich in reellen Punkten schnei- 
den. Sind die Schnittpunkte der gegebenen Kreise imaginär, so 
müssen wir uns nach einer die Construction vermittelnden cha- 
rakteristischen Eigenschaft des Systemes umsehen. 

Aus dem Vorhergehenden wissen wir, dass die von einem 
beliebigen Punkte p der gemeinschaftlichen Sccante an die ge- 
gebenen beiden Kreise gezogenen Tangenten gleiche Länge haben. 
Da aber je zwei Kreise des Systemes dieselbe gemcinschaRlicbe 
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Secaiite haben, so werden aucli die von dem l'uiikle p an irgend 
zwei Rreisc des Syst eines gezogenen Tangenten von gleiclier 
Länge sein. Mit anderen Worten: 

Wenn man von einem beliebigen Punkte der ge- 
meinscbaftlichen Secantc eines Systemes von Kreisen, 
welche sich in denselben beiden Punkten schneiden, 
Tangenten an die Kreise zieht, so sind alle von glei- 
cher Länge. 

Rein analytisch beweisen wir den Satz wie folgt. Wir ver- 
stehen unter x und y die Coordinaten eines Punktes p auf der 
gemeinschaftlichen Secante der Kreise, welche deshalb der Glei- 
chung Ä(, — Atj = 0 genügen. Bringen wir nun die Gleichung 
des Kreises (4) durch Division mit 1 — i auf die Normalform, 

SO stellt der Ausdruck y— das Quadrat der Länge der vom 

Punkte p an den Kreis gezogenen Tangente dar. Dieser Aus- 
druck wird aber nach der vorhergehenden Gleichung gleich 



^Der geometrische Ort der Berührungspunkte ist demnach 
ein Kreis mit dem Mittelpunkte p, welcher jeden Kreis des Sy- 
stemes senkrecht schneidet. Dieser, das System senkrecht schnei- 
dende, Kreis schneidet auch die beiden Kreise des Systemes 
senkrecht, deren Radien gleich 0 sind. Das heisst der Kreis 
geht durch die Grenzpunkte des Systemes. Lassen wir nun den 
Mittelpunkt p des senkrecht schneidenden Kreises auf der ge- 
meinschaftlichen Secante variiren, so erhalten wir ein zweites 
System von Kreisen, welche das gegebene System senkrecht 
schneidet. 

Da alle Kreise des zweiten Systemes durch die Grenzpimkte 
gehen, so ist die Verhindungslinie der Grenzpunkte des ersten 
Systemes die gemeinschaftliche Secante des zweiten Systemes und 
das zweite SystAn von gleicher .\rt als das erste, an welchem 
sich dieselben Untersuchungen anstellen lassen. Diese Unter- 
suchungen führen auf den Satz: 

Wenn ein System von Kreisen sich in denselben 
beiden Punkten schneidet, so giebt es ein zweites 
System von Kreisen, welche das erste System senk- 
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recht schneiden und welclic sich unter einander in 
denselben beiden Punkten schneiden. Die Grenz- 
puiikte des einen Systemes sind die Schnittpunkte des 
anderen. Sind die Grenzpunkte des einen Systemes 
reell, so sind die Grenzpunkte des anderen imaginär. 

Die folgende Figur gieht ein Bild von Kreisen, die sich in 
denselben imaginären Punkten schneiden. Die Verbindungslinie 
ihrer Mittelpunkte steht senkrecht auf der gemeinschaftlichen 
Secante, auf welcher der Mittelpunkt p des das System senkrecht 
schneidenden Kreises liegt. Von den das System senkrecht 
schneidenden Kreisen ist nur der punktirte Kreis mit dem 
Mittelpunkte p verzeichnet. 

Fiff. 12. 



Wenn es sich darum handelte, das System der Kreise (4), 
welche sich in denselben beiden Punkten schneiden, einfacher zu 
behandeln, so würde es Vortheil bringen, wenn man an Stelle der 
gegebenen beiden Kreise die beiden Kreise des Systemes nimmt, 
deren Radien gleich 0 sind und welche das System ebenfalls be- 
stimmen. Nimmt man diese Kreise für die gegebenen und sind 
0' und 1' ihre Mittelpunkte, so geht die Gleichung (8) über in: 

,, _ [O'l'jU 

welche Gleichung ungeändert bleibt, wenn man für 1 setzt 

wodurch eben bewiesen wird, dass die Kreise des Systejmes von 
gieicbein Radius von der gemeinschaftlichen Secante auf der 
einen und der anderen Seile derselben gleich weit abstehen. Wir 
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verzidileu jedoch auf den aiigcdeuleteii Vortlieil, obwohl er sich 
in den folgenden Untersuchungen herausstellen würde. 

Uni weitere Kigeiischaflen des beli'achleten Systcnies von 
Kl •eisen (4) zu ermitteln, schreiben wir nach Vorschrift von (9) 
der vorhergehenden Vorlesung die Gleichungen der Polaren eines 
durch seine Coordinaten x^ y^ gegebenen Punktes hin, für die 
gegebenen beiden Kreise (3) und für den Kreis (4), dessen Mittel- 
punkt H, b und dessen Radius r in (5) analytisch ausgedrückt sind: 

I\ = (» — «o) K — "o) + (y— &o) ivi — *o) — V = 0 

(11) .. P, = (a; — Oj) (a:, — Oj) + (y— 6i) (ii, — ö,) — r,* = 0 

P = {x— a) {x^— a) + [y— b) [yy— b) — r* =0. 

Von diesen drei Gleichungen wird die dritte mit 1 — A mul- 
tiplicirt erhalten, wenn man von der ersten die mit A multiplicirte 
zweite Gleichung abzieht. Es beweiset dieses, dass die Polare 
des Kreises (4) durch den Schnittpunkt der Polaren der beiden 
Kreise (3) geht. Da aber der Kreis (4) das ganze System von 
Kreisen repräsentirt, so haben wir den Satz: 

Die Polaren eines beliebig gegebenen Punktes in 
einem System von Kreisen, welche sich in zwei festen 
Punkten schneiden, gehen durch einen und denselben 
Punkt. 

Der letztere Punkt ist Jiarmonischer Pol zum gegebenen 
Punkte in Jedem Kreise des Systemes. Wir können deshalb auqh 
sagen : 

Jeder gegebene Punkt hat einen ganz bestimmten 
harmonischen Pol in einem System von Kreisen, 
welche sich in denselben beiden Punkten schneiden. 

Mit dem Beweise des erst genannten Satzes wird man wenig 
zufrieden sein, weil es den drei Grössen P nicht unmittelbar an- 
zusehen Lst, dass zwischen ihnen die identische Relation 
Pq — AP, = (1 — A) P besteht, auf Grund welcher der Satz 
hervorging, sondern dass man erst durch eine Rechnung, wie sie 
in dem Laufe der Vorlesungen nicht verlangt wurde, jene Re- 
lation verificiren muss. Wir werden deshalb einen eleganteren 
Beweis folgen lassen, der hervorgehen wird aus einer dazu ge- 
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eignelcieii Daislellung der Gleit Innig der Polare, von der wir 
auch in dem Folgenden vielfältigen Gehraucli machen werden. 
Wenn wir mit k und P die Ausdrücke bezeichnen: 

fl 9] k ~ [x — af + [y - bf — r» 

P (x — a) (x, — rt) + (y — ft) (y, — 6) — r*. 

so ist nach dem Vorhergehenden /* = 0 die Gleichung der Po- 
lare des l'unktes x, y, in dem Kreise k = 0. Um nun dem 
Ausdrucke P eine andere Gestalt zu geben, bemerken wir, dass 
die Ausdrücke: 

(x — aY — 2 (x — a) (x, — «) + (xj — a)^ — (x — x,)* 

(y — - 2(y — ft) (y, — ft) + (yi — *)* — [y — Vi)* 

identisch verschwinden. Addiren wir sie zu 2P, so erhalten wir: 
2P = {[x-af + (y_ft)*_r»} + {(:r,-«)* -|- (y,-ft)*-r’} - 

— {x—x^f — (y— yi)* 

einen Ausdruck für 2P, dessen erstes Glied k ist, dessen zweites 
Glied aus k erhalten wird, wenn man darin für x und y die 
Coordinaten des Poles setzt. Dezeichnen wir demnach den letz- 
teren Ausdruck mit [A], so haben wir: 

(13) ... 2P — k + [U] — {x — XiY — (y — y,)* 
und darauf hin den Satz: 

Wenn A = 0 die Gleichung eines Kreises in der" 
Normalform ist und x,, die Coordinaten eines be- 
liebig gegebenen Punktes, so ist: 

(14) . . . k + [A] — (x — x,)^ — (y — yi? = 0 

die Gleichung der Polare des gegebenen Punktes. 

Bilden wir nun nach dieser Bcgel die Gleichungen der Po- 
lare des gegebenen Punktes für die Kreise A^ = 0, A, = 0 
und Ao — AA| = 0 und bemerken, dass die letzte Gleichung 
durch Division mit 1 — A auf die Normalform zurückgeführt 
wird, so linden wir: 

2^0 = *o + [Ao] — (x — X,)*— (y— y,)''=0 

(15) 2i>, = A, -l-[Aj] — (x — Xi)* — (y— y,)’=0 

2P = ~ -(a:-a:,)» - (y-y,)^ = 0. 
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Die oben genannte Relation — AP, = (1 — A) P, aus welcher 
der zu beweisende Satz bervorging, liegt hier zu Tage. Den- 
selben Satz kann inan übrigens auch aus der dritten Gleichung 
(15) allein ablesen, wenn man bemerkt, dass diese Gleichung 
linear in A ist. 

Um die bewiesene Relation auf eine andere Art zu deuten, 
eriunerli wir daran, dass die erste Gleichung (15) die Bedingung 
eines durch die Coordinaten x, y und x,, i/j gegebenen Dolen- 
paares des Kreises = 0 ausdrückt. Die zweite und die dritte 
Gleichung sind die Bedingungen desselben Polenpaares für den 
Kreis k^ = 0 und den Kreis — A/r, = 0. Da nun die 
dritte Gleichung (15) aus den beiden ersten folgt, so beweiset das 
den Satz: 

Wenn ein Punktepaar ein Polenpaar ist für einen 
Kreis und zugleich für noch einen Kreis, so ist das 
Puuktepaar Polcnpaar für jeden Kreis, der durch die 
Schnittpunkte der beiden Kreise geht. 

Nach diesem Satze hat es keine Schwierigkeit, Polenpaare 
für das ganze System von Kreisen zu construiren, welche sich in 
zwei Punkten schneiden. Ist nämlich ein Pol beliebig gegeben, 
lind man construirt die Polaren des gegebenen Poles in zwei 
Kreisen des Syslemes, so ist der Schnittpunkt der Polaren der 
dem gegebenen zugehörige Pol für das ganze System von Kreisen. 

Wollen wir ein Polenpaar des Systemes auf einer gegebenen 
geraden Linie construiren, so werden wir die gerade Linie durch 
zwei Kreise des Systemes schneiden lassen und dasjenige Punkte- 
paar flxiren, welches harmonisch ist mit dem einen Schnittpunkte- 
paar wie mit dem anderen. Da das fixirte Punktepaar Polenpaar 
ist für beide Kreise, so ist es nach dem letzten Satze Polenpaar 
für jeden Kreis des Systemes, das heisst, jeder Kreis des Syste- 
mes wird von der gegebenen geraden Linie in einem Punklepaare 
geschnitten, welches harmonisch ist mit dem fl.\irten Punktepaare. 
Gehen wir auf die DeGnition der Involution zurück, so erkennen 
wir in der gegebenen Auseinandersetzung den Satz: 

Drei Kreise, von welchen jeder durch zwei belie- 
big gegebene Punkte geht, schneiden jede gerade 
Linie in Punktepaaren der Involution. 
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Wir lenken unsere Aufmerksamkeit noch einmal auf die bei- 
den ersten Gleicliungen (15) den Bedingungen eines Pnlenpaares 
xy und arj y, der Kreise = 0 und A, = 0 und, nach dem 
gegebenen Satze, sämmtlicher Kreise des Systemes. Ziehen wir 
die eine Gleichung von der anderen ab, so erhalten wir: 

( 16 ) K-K = -{[*«] - W} 

eine Gleichung, welche sich ebenfalls geometrisch deuten lässt. 

Wir bemerken zu diesem Zwecke, dass die Gleichung (9) der 
gemeinschaftlichen Secante des Systemes Kreise nicht die Normal- 
form der Gleichung einer geraden Linie hat, dass wir sie aber 
durch Multiplication mit einem bestimmten Factor auf die INormal- 
form zurückführen können, in welcher der linke Theil der Glei- 
chung die negative Entfei'nung eines beliebigen Punktes von der 
gemeinschaftlichen Secante ausdrückt. Multipliciren wir nun die 
Gleichung (16) mit diesem F’aetor, so stellt der linke Theil der 
Gleichung die negative Entfernung des Pol es xy von der gemein- 
schaftlichen Secante dar, der rechte Theil derselben Gleichung 
die positive Entfernung des Poles x^ y, von derselben Secante und 
die Gleichung drückt analytisch den Satz aus: 

Harmonische Pole eines Systemes von Kreisen, 
welche sich in zwei beliebig gegebenen Punkten 
schneiden, stehen von der gemeinschaftlichen Se- 
cante der Kreise auf beiden Seiten derselben gleich 
weit ab. 

Wir drücken diesen Satz nur anders aus, wenn wir sagen: 

Die Verbindungslinie eines jeden Polenpaares in 
einem System von Kreisen, welche sich in denselben 
beiden Punkten schneiden, wird von der gemein- 
schaftlichen Secante der Kreise halbirt. 

An zwei mit ihren Mittelpunkten 0 und 1 und ihren Radien 
und r, gegebene Kreise (3) lassen sich vier gemeinschaftliche 
Tangenten legen. Diese Tangenten paaren sich, indem das eine, 
wie das andere Paar sich auf der Gentralaxe, der Verhindungs- 
linic der Mittelpunkte 0 und 1, schneiden. 
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Liegt der Schnittpunkt q auf der Verlängerung der Central- 
axe, so heissen die Tangenten äussere Tangenten, wenn der 
Schnittpunkt q^ auf der Cenlralaxe selbst liegt, innere Tan- 


Fig. 13. 



genten der Kreise. Die bezeichneten Punkte q auf der Ver- 
längerung der Centralaxc und q^ auf der Cenlralaxe selber heissen 
der äussere und der innere Aehnlichkeitspunkt der 
gegebenen Kreise. Aus der Aehulichkeit der Dreiecke in der 
Figur sieht man, dass das Verhällniss der Abstände der Aehn- 
lichkeitspunkte von den Mittelpunkten 0 und 1 der Kreise ist 
,Po • '"i '‘o • — ’’v nun die Gleichung (4) mit dem vvill- 

kürlichen Factor X jeden Punkt der Centralaxe, also auch die 
Aehnlichkeitspunkte darstellt, so haben wir für den äusseren 

Aehnlichkeitspunkt A = und für den inneren Aehnlichkeits- 


punkt X = — ^ und daher ihre Gleichungen : 



Wir werden nun Aufgaben stellen und lösen, welche den 
Zweck haben, die beschriebenen Figuren analytisch wiederzugeben 
und sie eingehender zu verfolgen. 

Es sind die Gleichungen zweier Kreise gegeben 
in der Normalforin Aj = 0, = 0, gesucht wird die 

Gleichung der Polare des Mittelpunktes des letzteren 
Kreises in dem ersten. 

Nach (14) ist die Gleichung der Polare eines beliebigen 
Punktes arj yj in dem Kreise = 0: 

*0 + [*o] — (x — .'C,)* — (y — y,)* = 0, 
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daraus ergiebt sich nun zunäciist, wenn man für .-c, y^ die Coor- 
dinaten «tj h| des Mittelpunktes des zweiten Kreises setzt: 

*0 + [*o] — Ar, — r,2 = 0 
a^h^ 

und schliesslich die Gleichung der gesuchten Polare: 

(18) — Ar, + [ä-q] + [Afj] = 0. 

Es sind die Gleichungen zweier Kreise A-q = 0, 
Ä-j = 0 und die Gleichungen ihrer Mittelpunkte 
A^ = 0, Ay — 0 gegeben in der Nor malforni, gesucht 
wird die Polare eines beliebigen, dnrch*Hie Gleichung 
Aq — A.ij = 0 gegebenen Punktes der Centralaxe der 
Kreise in dem ersten Kreise. 

Der auf der Centralaxe gegebene Punkt ist der Mittelpunkt 
eines Kreises, dessen Gleichung in der Nornialform ist: 



Setzen wir daher für Atj in der Gleichung (18) den linken Theil 
der angegebenen Kreisgleichung, so erhalten wir die Gleichung 
der gesuchten Polare. Diese Gleichung lässt sich ohne Schwierig- 
keit auf die Form bringen: 

(19) ... k^ — — [01]^ -f V + '‘i’ ~ r = 0, 

wenn wir unter [01] die Entfernung der Mittelpunkte 0 und 1 
der gegebenen Kreise verstehen, deren Quadrat ist [01]^ = 
(«0 — «i)* + ih — bif- 

Es sind die Gleichungen k^ — 0, Ä-, = 0 zweier 
Kreise in der Normalforin gegeben, die Gleichung der 
Polare des äusseren .4ehnlichk eitspunktes der Kreise 
in dem Kreise = 0 zu bestimmen. 

Die gesuchte Gleichung wird aus (19) erhalten, wenn wir 

setzen i = — , wodurch jene Gleichung übergeht in: 
ei 

Ar, — A-„ — [01]* -1- (r, — r„)* = 0. 

Führen wir der necpiemlichkcit we^en die Bezeiehming ein: 

m 9 = [01]^ - (r, - r,,)*. 
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von der wir auch im Folgenden Gebrauch machen werden, so 
haben wir die Gleichung der Polare des äusseren Aehn- 
lichkeitspunktes der gegebenen Kreise im Kreise 
= 0 : 

( 21 ) k, - k, - q ^ 0. 

Wenn wir in dieser Gleichung — für r,, setzen, wodurch 
sich allein q -ändert, erhallen wir die Gleichung des inneren 
Aelmlichkeitspunktes. Es stellen sich also die Gleichungen der 
Polaren der Aehnlichkeitspunkte der gegebenen Kreise in dem 
Kreise k^ = Q vollständig hingesclu-ieben so dar: 

(22) — '•« + '•i} { [01] + »-o — '•i} = 0 
— ^0 + {[01] + >•« + '•i} {—[01] + »'o + '‘i} = 0. 

Die Gleichung des äusseren Tangcntenpaarcs zu 
bestimmen, welches den durch ihre Gleichungen 
k^^ = 0 und k^ = 0 in der Normalform gegebenen 
Kreisen gemeinschaftlich ist. 

Wir haben in der vorhergehenden Vorlesung die Gleichung 
(10) des Tangentenpaares gegeben, welches von einem durch die 
Coordinaten x, y, gegebenen Punkte an den Kreis Ar = 0 ge- 
zogen werden kann. Nehmen wir für den Kreis Ar = 0 dort 
den Kreis Ar^ = 0 und adoptiren die bereits eingeführten Be- 
zeichnungen, so ist ersichtlich, dass die Gleichung des von dem 
Punkte a;, y, an den Kreis k^ '= 0 gezogenen Tangentenpaares 
sich kürzer so darsi eilen lässt: 

{*0 + W — (a: — a:,)* — (y — Vi)“}* — W = 0- 

Es wird dieses Tangentenpaar das gesuchte äussere Tangen- 
ten|>aar der gegebenen Kreise, wenn ar, und y, die Coordinaten 
des äusseren Aehnlichkeitspunktes werden, das heisst, wenn man 
substituirt : 


^ «1 ^ _ *1 



Co c, r„ r, 


Die Rednetion der angegebenen Gleichung des Tangeiilen- 
paares nach der Substitution auf ibre einfacbsle Form verlangt 
einige Rec.hnimg. Um sie zu umgehen, bemerken wir, dass. 
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wenn wir den ersten Theil der obigen Gleichung gleich 0 
setzen : 

+ M — (« — — (y — y\? = 0. 

wir die Gleichung der Polare des äusseren Aehnlichkeitspunkles 
der gegebenen Kreise ini Kreise = 0 haben; eine Gleichung, 
welcher wir in (21) die Gestalt gegeben haben; 

Ar, — — q = 0. 

Die linken Theile der beiden letzten Gleichungen sind nicht 
identisch, können aber durch einen Factor C identisch gemacht 
werden, so dass man hat; 

K + W ~{X — — {y — y^Y = C {Ar, — — q^ 

Um den Factor C in dieser identischen Gleichung zu be- 
stimmen, bemerken wir, dass die Substitutionen der angegebenen 
Goordinaten des äusseren Aehnlichkeitspunktcs in Ar„ und A-, 
diese Ausdrücke übergehen machen in; 

[*o] = _ r.n ■ 'I 


iXi — r,,)» 


Setzen wir in der identischen Gleichung für x und y re- 
spective ar, und y,, so geht sie über in: 

2 [Ar,,] = C {Ar, - k„ - q} ' 

und wenn wir die angegebenen Werthe von [A„] und [A,] eiii- 
selzen, erhalten wir den gesuchten Werth der Gonstante; 


Substituiren wir die behandelten Ausdrücke in die Gleichung 
des Tangentenpaares, von der wir ausgingen, so erhalten wir: 

(23) .... {Ar, — Ar,, — — AAr^g = 0, 

oder entwickelt in symmetrischer Form die Gleichung des äusse- 
ren Tangentenpaares der gegebenen Kreise: 

(24) . . . A-Y + kY + — 2A-„A-, ~^k,q — 2Ar, y = 0. 


' Dass dieses Tangenteupaar durch die Schnittpunkte des Krei- 
ses A-fl = 0 und der Polare (21) des äusseren Aebnlicbkeils- 
pimktes In jenem Kreise gebt, ist ersichtlich aus der Form der 
Gleichung (23) des Tangentenpaares, welche erfüllt wird, sobald 
die genannten beiden Gleichungen erfüllt werden. 

.Xnalyf. Gpomoir, d. Khone. I. j 1 
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Die geoinetrisclie Bedeiilung der Constante q in der Gleichung 
(24) ergiebl sidi aus der sie definirendeii Gleichung (20), welche 
aussagt, dass q das Quadrat der Kalhcle eines rechtwinkligen 
Dreiecks ist, dessen Hypotenuse die Entfernung der Mittelpunkte 
<lcr gegebenen Kreise von einander und dessen andere Kathete 
tlie DilTerenz der Hadien dieser Kreise ist. Daraus wird ersicht- 
lich, <las8 q das Quadrat der Entfernung der beiden Deridirnngs- 
punktc einer ausseren gemeinschaDlichcn Tangente der Kreise 
von einander ist. 

Dasselbe lässt sich unniittelhar aus der Gleichung (24) bewei- 
sen, wenn man sie in irrationale Factoren zerlegt, wie folgt; 

{ VK + Vk, + Kv} {-}% + Vk, + Vq) 

■ ■ ■ { Vko — Vk, + Vq) { Vk,, + Vk, - r</} = 0. 

Ein Punkt kann auf dem durch diese Gleichung dargestell- 
ten Taiigentcnpaare nicht liegen, wenn seine Coordinalen ar, y 
nicht einen der vier Factoren verschwinden machen. Da nun 
V k„ und yk^ die Längen der von dem Punkte an die Kreise 
= 0 und k^ = 0 gezogenen Tangenten au.sdrücken, so muss 
die Summe oder die Dilfereiiz der l.ängen der Tangenten von 
einem Punkte des Tangenteiipaarcs eine constante Grösse +Vq 
sein. Das heisst eben, die Entfernung der Bcrfdirnngspnnkle 
einer äusseren Tangente von einander ist gleich Vq. 

Wir bemerken noch, dass die Gleichung (24) oder {2~>) in 
die Gleichung des inneren Tangentenpanres der gegebenen Kreise 
fihi-rgeht, wenn man — für Cj setzt, wodurch sich in diesen 
Gleichungen nur q ändert. 

Man hat gesehen, dass die Gleichungen der Kreise, deren 
Mitteljnmkte helichig auf der Centralaxe der gegebenen Kreise 
Äv, = 0 und A| = 0 liegen, wenn sie sich in denselben T'nnk- 
ten mit den gegchcmen Kreisen schneiden, von der Form sind: 
mky^ + nÄ, = 0. Man verändert in einer Kreisgleiehung mir 
den Badius des Kreises, wenn man zu derselben eine Constante 
additiv hinznfügt. Es können deshalb die Gleichungen 
aller Kreise, deren Mittelpunkte auf rler Centralaxe 
der gegebenen Kreise = 0 und X-, = 0 liegen, auf 
die Form znrückgeffibrt werden: 

(- ß ' '«/<•» + >'^'1 -F /) 0 
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und alle riieicliungen von dieser Form stellen Kreise 
dar, deren Mittelpunkte auf der Centralaxc liegen. 
Unter der Bedingung w + h = 0 stellt die Gleichung 
(-26) jede gerade Linie dar, welche senkrecht gegen 
die Gentralaxe ist. 

Von der angegebenen Form ist die Krcisgleichung: 

(27) Ä„ + Ar, — ^ = 0. 

Sic stellt, wenn wir y variircn lassen, alle Kreise dar, 
deren Mittelpunkte die Centralaxc der gegebenen 
Kreise halbiren. 

Auf eine Krcisgleichung von der angegebenen Form führt 
auch die folgende Aufgabe: 

Die Gleichung des Kreises zu bestimmen, der 
durch die vier Berührungspunkte der äusseren Tan- 
genten zweier durch ihre G leich u ngen in der Normal- 
form = 0, Ä-, = 0 gegebenen Kreise hindurchgeht. 

Schreihen wir die Gleichung des äusseren Tangontenpaares 
(24) in der Form hin : 

{A„ + k, ~ <jY - 4A„A:, = 0, 
so können wir daraus schliessen, dass: 

(28) -f. A-, — r/ = 0 

die Gleichung des gesuchten Kreises sein muss. Denn wenn die- 
ser Gleichung eines Kreises genügt wird und zugleich einer der 
gegebenen Kreisgleicliungen = 0, A, = 0, so wird auch der 
angegebenen Tangeulengleichung genügt. Der Vergleich der 
Gleichungen (28) und (27) führt zu dem Satze: 

Der Mittelpunkt des Kreises, der durch die Be- 
rührungspunkte der äussern gemeinschaftlichen Tan- 
genten zweier Kreise geht, halbirl die Centralaxc der 
Kreise. Wenn einer der beiden Kreise den Radius 0 liat, so 
ist dieses ein bekannterer Satz der Geometrie. 

Wir specialisiren unsere Kreisgleichung (28), wenn wir für 
die Kreise A„ = 0 und k^ =0, deren Alillelpunkte 0 und 1 
sind, die heiden Grenzkreise des Systemes (4) nehmen, — 0 

ll=c 
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und k^ = 0, deren Radien gleich 0 und deren Mittelpunkte 
0' und 1' seien. Die specialisirte Gleichung: 

(29) k^’ — [0'1']2 = 0. 


Sie stellt einen Kreis dar, dessen Mittelpunkt auf der Centralaxe 
iler gegebenen Kreise = 0 und A:, = 0 liegt und der durch 
die Grenzpunkte des Systemes (4) geht. Der specialisirten Glei- 
chung (29) werden wir uns zur zweiten Auflösung der folgenden 
Aufgabe bedienen. 


Es sind die Gleichungen = 0, = 0 zweier 

Kreise in der Norinalform gegeben, es soll die Glei- 
chung des Kreises hestiinint werden, dessen Mittel- 
punkt auf der Centralaxe der gegebenen Kreise liegt 
und zugleich durch die Grenzpunkte des Sy sie in cs 
von Kreisen geht, welche sich in den Schnittpunkten 
der gegebenen Kreise schneiden. 


Da der Mittelpunkt des gesuchten Kreises auf der Gentral- 
axe der gegebenen Kreise liegt, so wird die Form der Kreis- 
gleichung die in (26) angegebene sein müssen: 

(30) »iA:„ + «Ar, -|- = 0. 

Es handelt sich also darum, die Coefficieiilen mnp in die.ser 
Gleichung zu heslimmeu. 

Zu diesem Zwecke bemerken wir, dass 


(31) 


^0 ^ ^0 ^^1 

1 — A ^ 1 — A 


die Coordinaten eines beliebigen Punktes der Centralaxe der ge- 
gebenen Kreise sind. Hat A eiben Werth, der der quailralischen 
Gleichung (10) genügt, deren Wuraeln die Grenzpunkle bestim- 
men, so stellen jene Ausdrücke (31) die Coordinaten eines Grenz- 
punktes dar. 

Setzt man nun jene Ausdrücke (31) für x und y in die 
Gleichung (30), so erhält man eine quadratische Gleichung in A, 
welche die Schnittpunkte des Kreises (30) und der Centralaxe 
bestimmt. Da diese Schnittpunkte aber die Gienzpuukte. sein 
sollen, so muss die genannte quadratische Gleichung dieselbe 
sein, als die (|uadratische Gleicliung (10), welche die Grenzpunkle 
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bestimmt, das heisst die Coef'ßcienten der einen nach Potenzen 
von A entwickelten quadratischen Gleichung müssen proportional 
sein den entsprechenden Coefficieuten in der anderen entwickelten 
Gleichung. 

Aus dieser Proportionalität der Coefficienten gehen nun zwei 
in Rücksicht auf m, n, p lineare und homogene Gleichungen her- 
vor, aus welchen sich die Verhältnisse der Unbekannten m, n, p 
bestimmen lassen. Bestimmt man dieselben und setzt ihre 
Werthe in (30) ein, so erhält man die Gleichung des gesuchten 
Kreises: 

(32) . Ao {[OIP — V + V} +*i '■i’} +P=0, wenn; 

p={[01] -f ro -f r,} { —[01] + ro + rj} {[01] - r„ + r,| 
{[01] -I- ro — rj|. 

Diese Gleichung geht in die Gleichung (29) über, wenn wir 
für die Kreise = 0 und A, = 0 die Grenzkreise A#' t= 0 
und Aj' = 0 mit verschwindenden Radien und den Mittelpunkten 
0' und 1' nehmen, was als eine Controlle der Rechnung die- 
nen kann. 

Die Herleitung der Gleichung (32) auf dem angegebenen 
Wege erfordert nicht unbeträchtliche Rechnungen. Wir empfehlen 
deshalb zur Lösung der vorliegenden Aufgabe den folgenden Weg, 
der die Ausdrucksweise der symmetrischen Functionen der Wur- 
zeln Ao und Aj der quadratischen Gleichung (10) verlangt. 

Wir gehen von der Gleichung (29) des gesuchten Kreises aus: 

(33) >to' -H A/ - [O'iy = 0. 


Diese Gleichung enthält freilich nicht die Data der' Aufgabe. 
Es wird deshalb unsere Aufgabe sein, diese Data in die Gleichung 
einzuführen. Wir bemerken zu diesem Zwecke, dass: 


__ Aq AqAi 
1 — A„ 


I. ' A q ii Al 

“ 'i~A, 


und dass die Summe dieser Ausdrücke von Aq' und Aj' eine sym- 
metrisebe Function der Wurzeln der quadratischen Gleichung (10), 
welche sich durch die Coefficienten in jener Gleichung wie folgt 
darstellen lässt: 


(34) A„' + A,'= ^ I Ao { [01]* — Co* -h r,*} -f Aj { [01]* + r,* - '•i*}}- 
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Ebenso ist der Ausdruck [O'l']'^ zusanmiengeselzl aus den 
Cuordinalen und b^ der Grenzpunkte wie folgt: ' 

[0'1']2 = («g' — fit,')* + {bg — 6,')* 

eine syminetiische Function der Wurzeln und A,, weil; 


ap Agfl) 

~ 1 - 

«0 

1 - 1 ,' 


fi ' *0 — An*i 

“ 1 - Ao“ 

Äp — 1, Ä, 


ft,' = 


A. 


Drückt man auch diese symmetrische Function [0' 1']^ durch die 
CoellQcienten in der Gleichung (10) aus, so flndet man: 


(35) 


ro' 1']* = - 


p 

[01]» 


wo p deh in (32) gegebenen Werth hat. 

Setzen wir endlich in (33) die in (34) und (35) gefundenen 
•Ausdrücke ein, so erhalten wir die gesuchte Gleichung (32). 

Wir haben diesen Weg der Auflösung der Aufgabe mit 
grösserer Ausführlichkeit verfolgt, weil er durch die Gleichung 
(35) eine Einsicht giebt in die Bedeutung der Constante p in der 
gesuchten Gleichung (32). Jene Gleichung (35) sagt nämlich aus, 
dass die Constante p in der Gleichung (35) negativ genommen 
gleich ist dem Quadrat des Productes der Entfernung der Mittel- 
punkte der gegebenen Kreise von einander und der Entfernung 
der Grenzpunkte von einander. Die anderen Coefficienten von 
und A, in der Gleichung (32) lassen sich leichter nach dem 
Pythagoräischen Lehrsätze geometrisch darstelleu. 

Wenn man mit Q und B die Ausdrücke bezeichnet; 


( 36 ) + »- 1 *} + { [ 01 ]= + V - »- 1 =} + /» 

■ß = (*i) — ^1) « — (“u — «1) y + — “1 *o)> 

welche gleich 0 gesetzt den Kreis (32) und die Centralaxc der 
gegebenen Kreise A„ = 0 und A, = 0 ansdrücken, so lassen 
sich sämmtliche Kreise, welche durch die Grenzpimkbi gehen und 
darum das betreffende System Kreise senkrecht schneiden, durch 
die angegebenen Symbole so darstellen: 


Es ist 0 — pB = 0 mit dem willkürlichen Factor p 
der analytische Ausdruck aller Kreise, welche das 
System Kreise A„ — AA, = 0 senkrecht schneiden. 
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Wenn man von dieser Vorlesung zuriiekblickt auf die vor- 
liergeliende, in welcher die Kreisgleicliung in düiipeltcr Weise 
behandelt wurde, in I'unklcoordinaten und in Linieucoordinaten, 
so möchte man nach der Analogie mit den früheren Vorlesungen 
in den folgenden eine gleiche Behandlung der Gleichung 
Aq — IAtj = 0 erwarten unter der Voraussetzung, dass A-„ = 0 
und /tj = 0 die Gleichungen zweier in Linieucoordinaten ge- 
gebenen Kreise seien. Von einer solchen Behandlung mnsseii wir 
jedoch hier Absland nehmen, weil Jene Gleichung nicht mehr der 
analytische Ausdruck eines Kreises ist, sondern eines Kegel- 
schnittes, der die vier gemeinschaftlichen Tangenten der gegebe- 
nen Kreise herührL 

Wir schliesseu die Vorlesung mit der Hinweisung auf eine 
Quelle von empfehlenswerthcn Aufgaben, von welchen nur einige 
gelöset vorliegen. 

Man weiss, dass die Gleichung eines jeden Kreises mit einem 
Mittelpunkte auf der Centrala.\e der gegebenen Kreise = 0 
und Aj = 0 und dass die Gleichung 'jeder geraden Linie, welche . 
auf der Centrala.\e der gegebenen Kreise senkrecht steht, von 
der Form (26) »i/c,, -|- »iä-, = 0 sind. Defmirt man nun 

einen Kreis mit dem Mittelpunkte auf der Centralaxe oder eine 
auf ihr senkrecht stehende gerade Linie durch Eigenschaften der- 
selben rücksichtlich der gegebenen Kreise, so erhebt sich jedes 
Mal die Frage nach den Wertheu der Coefficienten m n p in der 
angegebenen Gleichung, welche dem Kreise oder der geraden 
Linie entsprechen. 
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Dreizelmte Vorlesung. 


Das System von Kreisen, welche von einem 
Kreise senkrecht geschnitten werden. Das 
Problem der Berührung eines Kreises an drei 
gegebenen Kreisen. 


Mit Anschluss an die .ßezcichnungen (1) und (2) der vorher- 
gehenden Vorlesung gehen wir von den Gleichungen dreier ge- 
gebenen Kreise aus: 

(1) = 0 Atj = 0 Atj = 0, 

deren Mittelpunkte durch die Gleichungen analytisch ausgedrückl 
werden : 

( 2 ) ^0 = ^ ^1 = 0 ^2 = 0 . 

Wir bilden aus den gegebenen Krcisgleichungen die Glei- 
chung mit den unbestimmten CoefDciciiten l, fi: 

(3) -1- AAtj -f- = 0 

und bemerken, dass diese Gleichung den Bedingungen (.3) der 
elften Vorlesung für emen Kreis genügt, weshalb die Glei- 
chung (3) wieder einen Kreis dai’stellt. Seine Gleichung wird 
durch Division mit 1 -}- A -j- ft auf die Normalform zurück- 
geführt. 

Die Goordinateii des Mittelpunktes a, b dieses Kreises (3) 
werden durch Entwickelung der Kreisgleichung nach Vorschrift 
von (4) der elften Vorlesung gefunden: 

«0 + + ft«, . fco + t&l 4- 

i-j-i-f-fi 

woraus sich die Gleichung des Mittelpunktes des Kreises (.3) 
ergiebt: 

(4) ^(1 + ^^1 + — 0. 

Da diese letzte Gleichung jeden beliebigen Punkt darstcllt, 
so können wir sagen, dass die Gleichung (3) mit den un- 
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beslinimteii Factoren X und ^ einen Kreis darstelle 
mit einem beliebigen Mittelpunkte. 

Was seinen Radius anbetrilll, so ist er nach (4) der elften 
Vorlesung ein ganz bestimmter Ausdruck in A. und (i, also durch 
seinen Mittelpunkt bestimmt. Es stellt demnach die Gleichung (3) 
nicht jeden beliebigen Kreis dar. Bemerken wir aber, dass durch 
Ilinzufügiing einer beliebigen Con.stante in der Gleichung eines 
Kreises sich nur der Radius des Kreises beliebig ändert, so kön- 
nen wir sagen: 

Die Gleichung mit den willkürlichen Constanten 

*, A, (i, v: 

(5) **0 + ^*1 + 1**2 + V = ü 

stellt jeden beliebigen Kreis und jede beliebige ge- 
rade Linie dar. 

Denn wenn x -f- A -j- /» = 0 wird, so geht der Kreis in 
eine gerade Linie über und von den vier willkürlichen Constanten 
xlfiv des Kreises bleiben nur drei übrig. 

Wir heben diesen Satz hervor als eine Quelle weiterer Auf- 
gaben, wie wir sie am Ende der vorhergehenden Vorlesung in 
Vorschlag gebracht haben; ja, wir behaupten, dass auf dem an- 
gegebenen Satze sich eine neue Bchandlungswcise der analytischen 
Geometrie der geraden Linie und des Kreises gründen lässt. 

Da die Kreise (3) nicht ganz willkürlich sind, so werden wir 
die charakteristische Eigenschaft des Systemes (3) zu erforschen 
haben. 

Ziehen wir zu diesem Zwecke die Gleichungen (1) der ge- 
gebenen Kreise, welche ebenfalls dem Systeme (3) angehören, von 
einander ab, so erhalten wir: 

(6) . . . Aj — Aj =r 0 Aj — A„ = 0 Aq — Aj = 0 

die Gleichungen der gemeinschaftlichen Secanten je zweier ge- 
gebenen Kreise. Dass die Summe der drei Gleichungen (G) iden- 
tisch verschwindet, beweiset der Satz: 

Die gemeinschaftlichen Secanten je zweier Kreise 
von drei gegebenen Kreisen schneiden sich in dem- 
selben Punkte C, genannt das Centruin der gemein- 
scbaftlichcn Secanten. 
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Nehmcit wir aus tlein System (3) irgend zwei Kreise, deren 
(ileic'liungen auf die Nonnalfonii zurückgefülirl sein werden; 

A-|, -f- t <.-| -f- (ik, - k„ + -\ - fl 

1+i + g, l+A' + fi' 

und ziehen die Gleicliungcn von einander ab, um die Gleiehung 
der gemrinsciiaftlichcn Sccante der beiden Kreise zu bilden, so 
seben wir, dass die gebildete Gleichung linear zusammengesetzt 
ist aus den Gleichungen (G), woraus wir schliesscn: 

Die gemeinschaftlichen Secanten je zweier Kreise 
des Systemes schneiden sich in dem Centrum C der 
gemeinschaftlichen Secanten der gegebenen Kreise. 

Wir Wüllen nicht unterlassen zu bemerken, dass die gemein- 
schaftliche Secante zweier Kreise des Systemes nach der Zusam- 
mensetzung ihrer Gleichung sich betrachten lässt als ein Kreis 
des Systemes, dessen Radius unendlich gross ist, weshalb man 
auch sagen kann, dass die Kreise des Systemes mit unendlich 
gro.ssein Radius sich in dem Centrum C schneiden. Die Frage 
nach den Kreisen des Systemes, deren Radien 0 sind, liegt dann 
nahe. Die Beantwortung dieser Frage wird sich im Folgenden 
von selbst ergeben. Die weitere Frage nach den Kreisen des 
Systemes von gleichen Radien soll hiermit nur angeregt sein. 

Der hervorgehobeue Satz giebt ein Mittel, jeden beliebigen 
Kreis des Systemes (3) zu construiren. Suchen wir nämlich den- 
jenigen Kreis des Systemes, dessen Mittelpunkt ein gegebener 
Punkt sein soll, so werden wir von dem Ceiitrum C der gemein- 
schaftlichen Secanten der gegebenen Kreise ein Loth auf die 
Centralaxe des gesuchten und eines der gegebenen Kreise zu fäl- 
len haben. Die Sclmittitunkte des Lothes mit dem gegebenen 
Kreise werden Punkte der Peripherie des gesuchten Kreises sein, 
denn das Loth ist die gemeinschaftliche Secante der beiden Kreise. 

Wenn wir unter x und y die Coordiuaten des Gentrums C 
verstehen, so erffillen sie säinmtliche Gleichungen (ü), weil die 
durch jene Gleichungen dargestellteu geraden Linien sich in dem 
l'unkte C schneiden. In dieser Voraussetzung ist: 

Ä'y — /rj Ä*., 

was wir geometrisch so dciilen; 
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Die von dein Ceulruiu der .geiiieiuscliaftlicheu Se- 
canleii dreier gegebenen Kreise an die Kreise gezo- 
genen Tangenten sind von gleicher Länge. 

Man kann demnach durch die Berührungspunkte der von 
dem Centrum C an die drei gegebenen Kreise gezogenen Tan- 
genten einen Kreis legen, dessen Mittelpunkt C und dessen Radius 
von der Länge einer jener Tangenten sein wird. 

Dieser Kreis schneidet jeden der gegebenen Kreise 
senkrecht. Sein Mittelpunkt ist durch zwei von den Gleichun- 
gen (6) bestimmt, sein Itadius q gleich der Länge einer jener 
Tangenten, durch die Gleichung q- = [Ay], in welcher unter 
[A„] der Ausdruck A„ zu verstehen ist, in welchem für die 
variabeln Coordinaten die Coordinaten des Blittelpunktes ge- 
setzt sind. 

Nehmen wir die Gleichung (3) irgend eines Kreises des be- 
trachteten Systeines und führen sie durch Division mit 1 -j- A -|- /z 
auf die Norraalform zurück, so wird der linke Theil, wenn man 
in demselben für die variabeln Coordinaten die Coordinaten des 
Centrums setzt, den Wertb [Ay] anuehmen, weil für diese Coor- 
dinaten Ay = Aj = Aj = C^'o] Daraus ziehen wir die 

Schlüsse: 

Die von dem Centrum der gemeinschaftlichen Se- 
canten dreier gegebenen Kreise (1) an die Kreise des 
Systeines (3) gezogenen Tangenten sind von gleicher 
L ä n g e. 

Alle Kreise des Systeines (3) werden von einem 
und demselben Kreise senkrecht geschnitten, dein 
ürthogonalkreise des Systemes. 

Dass es ausser den Kreisen des Systemes (3) keinen Kreis 
giebt, der von dem Orthogonalkr.eise senkrecht geschnitten wird, 
lässt sich so nacbw eisen. Wir nehmen an, dass ein Kreis (5) 
ausserhalb des Systemes von der genannten Eigenschaft sei. 
Bringen wm dann die Kreisgleichung (5) ilurch Division mit 
X -j- A -f- (i auf die Normalform, so muss der linke Theil der 
Kreisgleichung den Werth [A„] annehmen, wenn wir in demsel- 
ben für die variabeln Coordinaten die Coordinaten des Centrums 
C setzen. Dieses ist aber, da [A,,] = [A,] = [AJ, nicht mög- 
lich, wenn nicht j/ = 0 ist. 
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Hieraur gründel sich nun eine zweite Conslruclion eines be- 
liebigen Kreises des Syslcnies (3) niil Ilfdfe des ürtbogonalkreises. 
Zieht man nämlich irgend zwei Railien des letzteren Kreises und 
roiistrnirt irgend einen Kreis, der von den beiden Radien in 
ihren Endpunkten berührt wird, so ist dieser ein Kreis des Sy- 
Steines. 

Daraus ist wiederum ersichtlich, dass der Orthogonal- 
kreis der geometrische Ort ist für die Mittelpunkte 
derjenigen Kreise des Systemes, deren Radien gleich 0 
sind, und dass seine Periph eric die Grenze bildet für 
die Mittelpunkte der Kreise des Systemes, die reell 
oder imaginär sind. 

Wenn wir uns nun die Aufgabe steilen: 

Die Gleichung des Kreises zu bestimmen, der die 
gegebenen Kreise (1) orthogonal schneidet, 

so ist diese Aufgabe durch das Vorhergehende als gelöset zu 
betrachten. Denn zwei von Gleichungen (6) gehen die Coordina- 
ten a ß des Mittelpunktes C des gesuchten Kreises und sein Ra- 
dius Q ist bestimmt durch die Gleichung p* = [Aq]. Ans die- 

afl 

sen Elementen lässt sich aber die Gleichung des gesuchten Krei- 
ses zusammensetzen. 

Wir müssen uns begnügen, die Rildung der gesuchten Kreis- 
gleichung anzngeben; die vollständig ausgerechnete Kreisgleichung 
würde einen zu grossen Umfang haben. 

Die eben genannte Gleichung des Orthogonalkreises ist nicht 
von der Form (5). Wir wollen daher noch einen Weg angeben, 
auf dem man zur Gleichung des Orthogonalkreises in jener Form 
gelangt. 

Unter den Kreisen des Systemes (3) giebt es einen Kreis, 
dessen Mittelpunkt das Gentrum C, der Mittelpunkt des Ortho- 
gonalkreiscs, ist. Die Gleichung dieses Kreises (3) hat mit den 
ihm entsprechenden Werthen von >l und p bereits die Form (5). 
Addirt man zu dieser Kreisglcicluing eine beliebige Constante, so 
erhält man die Gleichungen aller mit dem Orthogonalkreise con- 
centrischen Kreise. Ein bestimmter Werth der Constante wird 
dem Orthogonalkreise entsprechen. Diesen Werth wird man fest- 
zustellen haben. 
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Zu diesem Zwecke erinnern wir daran, dass der Radius q 
des Orthogonalkreises ausgedrückl ist durch die Gleichung: 

p* = [^o] C^'i] — 

dass ferner die auf die Normalform zurückgeführte Gleichung des 
mit dem Orthogonalkrcis concentrischen Kreises des Systemes, 
dessen Radius r sei: 

n\ ^0 "t" ~i ~ n 

^ ‘ 1 + i + f* “ 

Remerken wir nun, dass wenn' man in dem linken Theile 
einer in di:r Normalform gegebenen Kreisgleichung für die 
variaheln Coordinaten die Coordinaten des Mittelpunktes setzt, 
derselbe das negative Quadrat des Radius des Kreises ausdrückt, 
so finden wir für den vorliegenden Kreis (7), dessen Radius 

(8) - r* = [*.,] = [*,] = [A-,]. 

Wir haben demnach den Satz: 

Zwischen dem Radius q des Orthogonalkreises 
des Systemes (.3) und dem Radius r des mit ihm con- 
centrischen Kreises des Systemes existirt die Re- 
lation: 


(9) 


p* = 0. 


Addiren wir liiernach zur Gleichung (7) des mit dem Ortho- 
gonalkreise conrentrischen Kreises 2r-, so erhalten wir die Glei- 
chung des Orthogonalkrcises in der gewünschten Form: 


( 10 ) 


*0 + + flAj , o„2 

- 


0 . 


Die Grössen 1 und n in dieser Gleicliung sind so zu be- 
stimmen, dass ihre Werthe in die Gleichung (4) eingesetzt, diese 
in die Gleichung des Centrums 6’ der gemcinschaftliclien Secan- 
ten übergehen machen. 

Es hat keinen Zweck, die ausgerechnete Gleichung hinzu- 
schreihen. Man würde sie wegen ihrer gro.sscn Ausdehnung doch 
nicht übersehen und aus ihr auf ihre Natur weitere Sclilüsse zie- 
hen können. Liegt jedoch die Aufgabe der Erforschung einer 
nur schwierig übersehbaren Gleichung vor, solche Anfgaben drän- 
gen sich in der Mathematik nur zu oft auf, so gieht es kein 
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Milte), als die Bildungsweise der Gleiclinng in das Auge zu fassen 
und aus ilir Sclilüsse zu zielien auf die Naliir der vorsclirifls- 
niässig zu bildenden Gleichung. Mit der ausgerechneten Glei- 
chung würde man sich nur nutzlos belästigen. 

Nach dieser Digression kehren wr noch ein Mal zurück zu 
den durch die Gleichungen (1) gegebenen Kreisen. 

Die Aehnlichkeitspunkte von zweien dieser Kreise haben wir 
in der vorhergehenden Vorle.sung durch ihre Gleichungen be- 
stimmt. Hiernach werden die Aehnlichkeitspunkte je zweier 
von den gegebenen drei Kreisen durch die Gh^ichungen analytisch 
ausgedrOckt: 



Es sind dieses Funktgicichungen von derselben Form, wie 
wir sie am Ende der fünften Vorlesung ausführlich untersucht 
haben. Wir wiederholen nur die dort gegebenen Sätze, wenn 
wir uns hier so ausdrücken: 

Von den sechs Aehnlichkeitspunkten je zweier 
von drei gegebenen Kreisen liegen die drei äusseren 
Aehnlichkeitspunkte auf einer geraden Linie. Jeder 
äussere Aehnlichkeitspunkt und jeder innere Aehn- 
lichkeitspunkt liegen auf einer geraden Linie, die 
wieder durch einen inneren Aehnlichkeitspunkt geht. 

Das geometrische Bild der sechs Aehnlichkeitspunkte von 
drei gegebenen Kreisen sind hiernach die sechs Schnittpunkte 
von vier geraden Linien. Diese vier geraden Linien, von welchen 
jede durch drei Aehnlichkeitspunkte der gegebenen Kreise geht, 
werden die Aehnlichkeitsaxen der Kreise genannt. Die 
Aehnlichkeitsaxe, welche durch die drei äusseren Aehnlichkeits- 
puiikte geht, wollen wir mit dem Namen der äusseren Achn- 
lichkeitsaxe bezeichnen und in Bücksicht auf sic uns die Auf- 
gabe stellen: 

Die Gleichung der äusseren Aehnlichkeitsaxe der 
gegebenen drei Kreise (1) zu bestimmen. 

Um die Gleichung einer geraden Linie, hier der äusseren 
Aehnlichkeitsaxe, zusammcnzuselzen, braucht man die Gleichungen 
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von drei geraden Linien, wi lelie nicht durch einen und denselben 
Punkt gehen. Wir wählen die Ceiitralaxcn der gegebenen Kreise 
und bilden zu diesem Zwecke die Ausdrücke: 

ßy = [b^ — M X — («, — y + a^h.^ — «j/j, 

( 12 ) . . . /?, = (62 — 6 y) a: — («3 — o„) y + 

T?2 = (ä„ — b^) X — («I, — «,) y 4- rtyft, — <t^b^y 

von welchen jeder für die Coordinaten von zwei Centren der ge- 
gebenen Kreise verschwindet. 

Alsdann sind die nieichungen der Centralaxen 12, 20, 01 
der gegebenen drei Kreise (1) der Reihe nach: 

(13) »0 = 0 5, = 0 = 0. 

Die Gleichungen von drei geraden Linien, von welchen jede 
ein Kreiscentruiji verbindet mit dem äusseren Aehnlichkeitspnnkte, 
welcher auf der Centralaxe der beiden anderen Kreise liegt, sind 
von der Form: 

(U) r, + r .2 ßj = 0 r .2 -f = 0 -J- r, ß, = 0 . 

Restiminen wir nun die unbestimmten Coefficienten r, r.^ in 
diesen Gleichungen so, dass die durch die Gleichungen dargcstellten 
geraden Linien durch die genannten äusseren Aclmlichkeitspuiikte 
gehen, deren Coordinaten wir aus den drei ersten Ilorizonlalglei- 
chungen ( 11 ) entnehmen, so rinden wir, dass jene unheslinmiten 
(mefficienteii den Radien r„r,r 2 der gegebenen Kreise gleich werden. 

Aus den angegcheucn Gleichungen setzen wir imdlich die 
Gleichung der gc.suchten äusseren Aelinlichkeitsaxe zusammen : 

(15) /yßy + r, + r.^B^ = 0 . 

Die Gleichungen der drei anderen Aehiilichkcitsaxen der ge- 
gebenen Kreise erhält man aus dieser (15) durch Veränderung 
der Vorzeichen der Grö.sseii r^ r^. 

Die eben gelösetc Aufgabe gehört in den Kreis der Auf- 
gaben, die wir am Anfänge der Vorlesung empfohlen haben. Wir 
wollen daher die Auflösung (15) noch auf die Form (5) zurück- 
führen, wenn wir gleich daraus weiter keinen Nutzen zu ziehen 
heahsichtigen. Wir beginnen mit der Darstellung der Gleichungen 
der Centralaxen in jener Form. 

Wenn wir gleich die Ausdrücke Ay Aj einführen wollten, 
so würden die gesuchten Gleichungen der Centralaxen der ge- 
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gebenen drei Kreise unnötbig coniplidrt, weil jene Ausdrficke die 
Radien der Kreise enthalten, von welchen die Centralaxen unab- 
hängig sind. Wir werden deshalb mit Vorlheil von den Bezeich- 
nungen Gebrauch machen: 

Qo = *0 + '■fl* ^ {x — Oo)* + {y — *o)’ 

(IG) ... 0, = ~ {X- + {y- 6,)^ 

= k^ + n/ — {x — aj)2 -f- (y — 

Es sind nun £)j — = 0 und — 0o — 0 die Glei- 

chungen von zwei ganz bestimmten geraden Linien. Aus diesen ^ 
Gleicliungcn setzen wir nun mit den willkürlichen Coefficienlen 
A fl die Gleichung jeder beliebigen geraden Linie zusammen : 

(0, ~ 0,) + A (Oi - Oo) + ft = 0. 

Soll diese Gleichung die Centralaxe 12 darstellen, so müssen 
die Coeffleienten A, ft so bestimmt sein, dass der Gleichung ge- 
nügt wird sowohl für x = a^ und tj = bi als für x = und 

y = Bestimmen wir darnach die Wertbe von A und ft und 

setzen sie in die Gleichung ein, so ergiebt sich die Gleichung 
der gesuchten Centralaxe 12: 

([01]2_ [02]*) (0, - + [12]* (Oo-Qi)- 

- [12]* ([02]* -h [01]* - [12]*) =0. 

Wir leiten hieraus die Gleichungen Cj = 0 Cj = 0 Cj =’0 
der gesuchten Centralaxen 12 20 01 der Reihe nach ab: 

Co=([01]*- [02]*)((),-ö,)-Cl2]*(()j-f)o) + [1 2]^ (00-0,)- 

- [12]* ([02]* -I- [01]* — [12]*) = 0 

(17) C, = [2O]*(0,-£),)-f ([12]*-[lO]*)(0,-öo)-[2O]*(0„-0,)- 

— [20]* ([10]* -f- [12]* — [20]*) = 0 

-[01]*(£)i— 0j)-|-[Ol]*(()2-()o)-|-([2O]*-[21]*)(0o-0,)- . 

-[ 01 ]* ([ 21 ]*-!- [ 20 ]* -[ 01 ]*) = 0,2 

welche Gleichungen die Form (5) annehmen, wenn man nach (IG) 

00 0, 02 ausdrückt durch k^ A, Aj. 

Bemerken wir nun, dass die Gleichungen (17) Cq = 0 
C, = 0 Cj = 0 dieselben Centralaxen darstellen, als die Glei- 
rhungeu (13) ■— 0 Bi = 0 B^ == 0, so können wir 

daraus schliesseii, dass sich drei Factoren p, q., der Art be- 
stinimen lassen müssen, dass man identisch hat: 

^0 — Po ^0 ^1 = 9, ^1 ^2 = 92 ^2' 
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Es bedarf mir der Bcstinmmng eines dieser Factoren, die 
anderen ergeben sicli leiebt ans ihm nacb dem Bildungsgesetz 
der Gleichungen. 

AVir setzen die Coefficienten von x in der er», n identischen 
Gleichung auf beiden Seiten der Gleichung einander gleich und 
Anden 

— iPo = — « 2 *i) + («2 V— «0*2) + K*i — «iM- 

Aus diesem Werthe von erw, ahnten Bildnngs- 

gesetze der Gleichungen schliessen wir weiter, dass sämmtliche 
Factoren p, was sich auch ausrcchiien l.ässt, einander gleich 
sind und dass jene identischen Gleichungen sich einfacher so 
darstellen lassen : 



Setzen wir diese Ausdrücke in die Gleichung (15) der äusse- 
ren Aehnlichkeitsaxe, so geht dieselbe über in: 

(18) r,C„ + r,C, -t- = 0. 

Wir erhalten aus dieser Gleichung endlich die Gleichung 
der äusseren Aehnlichkeitsaxe in der gewünschten Form (5), wenn 
wir für C„ C, Gj Ausdrücke (17) setzen und hierauf für 
00 0i 02 (18) 8ire Werthe: 

00 — ^0 + ^0^ 01 = *1 + ^i'^ 02 = *2 + '■2*- 

Ben Pol der äusseren Aehnlichkeitsaxe der ge- 
gebenen drei Kreise (1) in dem Kreise = 0 zu be- 
stimmen. 


In der vorhergehenden Vorlesung haben wir unter (22) und 
(21) die Gleichung der Polare des äusseren Aehnlicbkeitspunktes der 
Kreise = 0 und A:,, = 0 in dem letzteren Kreise aufgestellt. 
Bilden wir darnach auch die Gleichung der Polare des äusseren 
Aehnlichkeitspunktes der Kreise k.^ = 0 und Atq = 0 in dem 
letzteren, so haben wir die Gleichungen der beiden Polaren in 
dem Kreise k„ = 0: 


kj k g 




die sich in dem zu bestimmenden Pol der äusseren Aehnlich- 
keilsaxc sebneiden, weil ihre Pole auf der äusseren Aehnlichkeits- 
Hesse, Amtyt Geometr. (l. Kbeno. I. 12 
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axe liegen. Die aus diesen lieidcn Gleichungen linear zu he- 
reclinenden Conrdinaten sind demnach die Coordinaten des ge- 
suchten Pules. 

Nach diesen vorhereilenden Delrachtungen schliessen wir die 
Vorlesung mit der Auflösung der Aufgahe; 

Den Kreis zu heslimmen, der drei gegehene 
Kreise (1) berührt. 

Man kann mehrere Auflösungen der Aufgahe niidcii. Um 
eine bestimmte Auflösung zu fixireii, wollen wir nniiehmen, dass 
die gegebenen Kreise ausserhalb von einander liegen und ilass 
auch jeder gegebene Kreis ausserhalb des gesuchten Knüses liege, 
wie in der Figur: 


FiR. 14. 



Wir werden die Goordinateu .r, y des .Millelpunkles p und 
den Radius r des Kreises suchen, der die gegebenen Kreise (1) 
berührt. Sie werden mit Rücksicht auf die in der vorhergehen- 
den Vorlesung eingeführten Bezeichnungen (1) durch folgende 
Gleichungen bestimmt: 

(20) -f r„*=(r-f-rj* Ar, -|- r,*=(r-f r,)* Ar., -|-r/=(r-|-rj)*, 

welche nichts weiter ausdrücken, als was wir unmiltelhar aus der 
Figur abseben, dass: 

[poT = (r + r,,)* [pif + r,)* = [r + 

Die angegebenen drei Gleichungen (20) lösen das Problem. 
Denn berechnen wir aus ihnen die dri*i Unbekannlen cc, y, r, so 
erhalten wir die Goordinateu des Mitlelpunkles und den Radius 
des gesuchten Kreises. 

Die anderen I.ösungen werden aus jenen Gleichungen (20) 
erhallen, wenn man die Vorzeichen der drei Grössen r, r.^ 
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ändert. Da dieses sieben Mal geschehen kann, so haben wir 
8 Auflösungen unserer .Aufgabe. 

Von diesen 8 Auflösungen heben wir zwei hervor, nämlich 
den in Rede stehenden Fall, wenn der gesuchte Kreis die ge- 
gebenen Kreise ausschliesst, und den Fall, wenn die gegebenen 
Kreise säinmtlich innerhalb des gesuchten Kreises liegen. Die 
dem letzteren Fall entsprechenden Gleichungen erhalten wir aus 
jenen Gleichungen (20), wenn wir für r„ r, respective setzen 
— Tq — r, — Tj. Das Gemeinsame dieser beiden Fälle wird die 
weitere Behandlung der Gleichungen (20) lehren. Aber auch die 
anderen sechs Fälle paaren sich der Art, dass der eine aus dem 
anderen hervorgeht, wenn man die den Grössen r„ Tj Tj zu- 
kommenden Vorzeichen in die entgegengesetzten übergehen läs.st. 

Die das Problem lösenden Gleichungen (20) enthalten ausser 
den ersten Potenzen der Unbekannten noch die Quadrate der- 
selben. Letztere eliminiren wir, wenn wir je zwei Gleichungen 
von einander abziehen. Dadurch erhalten wir die drei linearen 
Gleicluingen: 

(21) k^—k^=2r[r^—r^) — Ar„ = 2r(r^— r„) — ^, = 2r(ro— r,). 

welche aber nur die Stelle von zwei Gleichungen zur Bestimmung 
der Unbekannten vertreten, weil ihre Summe identisch 0 giebt. 

Wenn wir nun mittelst zweier von diesen Gleichungen die 
Goordinaten x, y linear durch r ausdrücken und diese Ausdrücke 
für X und y in eine von den Gleichungen (20) setzen, so erhal- 
len wir eine quadratische Gleichung in r. Diese quadratische 
Gleichung hat man nufzidösen. Die eine Wurzel der Gleichung 
wird der Radius des gesuchten Kreises sein. Welche geome- 
trische Bedeutung die andere Wurzel hat, werden wir zu unter- 
suchen haben. 

Multipliciren wir zu diesem Zwecke die Gleichungen (21) der 
Reihe nach mit r,, rj und addiren, so erhalten wir: 

(22) . . . r„ (A, - k.,) + r, (A., - A„) -|- r, (A„ - A,) = 0 

die Gleichung einer geraden Linie, wenn wir die Goordinaten x, y 
als Variable betrachten. 

Auf dieser geraden Linie liegt der Mittelpunkt des gesuchten 
Kreises, weil seine Goordinaten eben der Gleichung genügen. 

12 * 
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Der Kreis mit seinem Mittelpunkt wird ein anderer, näinlitli der 
zweite oben hervorgehobene Fall, wenn wir die Vorzeichen 
sämmtlicher Grössen r, Cj ändern, aber die Gleichung (22) 
und die gerade Linie, die sie darstellt, ändern sich dadurch nicht. 
Daraus schliessen wir, dass die Mittelpunkte der beiden Kreise 
auf der geraden Linie (22) liegen. 

Beachten wir ferner die Zusammensetzung der Gleichung (22) 
aus den Gleichungen (6) der gemeinschaftlichen Secanten, die sich 
in ihrem Centrum C schneiden, so sehen wir, dass auch das Cen- 
trum C der gemeinschaftlichen Secanten der gegebenen drei Kreise 
auf dieser geraden Linie (22) liegt. 

Eine zweite Eigenschaft der geraden Linie (22) ergiebt sich 
aus dem Produkt ihrer Gleichung und der Gleichung (15) der 
äusseren Aehnlichkeitsaxc der gegebenen Kreise. Da in der Ent- 
wickelung des Produktes, wie leicht zu erkennen, die Coefficienteii 
von und y* gleich, aber von entgegengesetzten Vorzeichen 
sind, so folgt daraus, dass die genannten beiden geraden länien 
auf einander senkrecht stehen. 

Mit der Erweiterung der gemachten Bemerkungen auf die 
anderen Aehnlichkeitsaxeu der gegebenen drei Kreise gel)en wir 
dieselben in dem Satze kurz wieder: 

Wenn man von dem Centrum der gemeinschaft- 
lichen Secanten dreier gegebenen Kreise Lothe fällt 
auf die vier Aehnlichkeitsaxen der Kreise, so liegen 
auf jedem der vier Lothe zwei Mittelpunkte der die 
gegebenen Kreise berührenden 8 Kreise. 

Fällen wir demnach von dem Centrum C der gemeinschaft- 
lichen Secanten der gegebenen drei Kreise ein Loth auf die 
äussere Aehnlichkeitsaxe derselben, so wissen wir, dass die 
Mittelpunkte der beiden hervorgehobenen Berührungskreise auf 
diesem Lothe liegen. Da die Bestimmung der Mittelpunkte selbst 
aber, wie wir gesehen haben, auf eine quadratische Gleichung 
zurückführt, so ist die Construction derselben nicht ohne Hülfe 
eines Kreises ausführbar. 

Wir wählen als Mittel hierzu den gegehenen Kreis A:„ — 0, 
und werden auf ihm den BerObrungsjnmkt zu hestimmen suchen. 
Da der Berührnngs])unkt, dessen Coordinaten x y sein mögen, 
auf der Verhindungslinie der Pimkle .r, y und a„, liegt und 
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von ihnen um r miil r,, absleiil, so haben wir die Relationen 
zwischen den Coordinalen dieser Punkte: 

„ (c + »•„) X — rao .. (r + »vi) y — ri„ 

* — y — • 

Selzen wir diese Werthe von x und y in die beiden letzten 
linearen rileichungen (21) ein, und beachten, dass jeder lineare 
'Ausdruck der Variabein x, y durch die angegebenen Substitutionen 

für die Variahcln übergeht in das Produkt des linearen 

Ausdruckes mit der Veränderung von x und y in x und y 
minus dem Produkt von - und demselben linearen Ausdruck mit 

»n 

der Veränderung von x und y in und so finden wir ohne 
Rechnung, wenn wir mit k^^', k^, Aj' die Ausdrücke k^, k^ be- 
zeichnen. nach Vertauschung der Coordinalen x, y mit x’, y : 

'■ — ^o') — f ([02]^ - rj* -f = 2 r (r.^ — /•„) 

(V - A-/) - ^ = 2 r (r„ - r,). 

'0 '0 

Woraus nach der Redticlion die Gleichungen für den Berührungs- 
punkt hervorgehen ; 


(23) 


A| k g 



kf Aq 

[•20]« — (r,— ro)* 


»-fco 


= 0. 


Gleichungen, weiche sich von den, den Pol der äusseren Aehn- 
iiciikeitsaxe im Kreise 'Atq = 0 bestimmenden, Gleichungen (19) 

nur durch das Glied — ^ — unterscheiden, welches dort gleich 

der Einheit isl. Wir erhalten daher die Gleichung derselben 
geraden Linie, wenn wir die Differenz der Gleichungen (19) oder 
die Differenz der Gleichungen (23) bilden. 

Die Differenz der Gleichungen (19) stellt eine gerade Linie 
dar, welche den Pol, den die Gleichungen im Kreise = 0 
bestimmen, mit dem Ceutrum C der gemeinscbafllicben Secanten 
verbindet. Die Dilferenz der Gleichungen (23) stellt dieselbe ge- 
rade Linie dar, welche durch den gesuchten Berührungspunkt 
des Kreises A„ = 0 geht. Ziehen wir demnach von dem Cen- 
trum C der gemeinschaftlichen Secanten der gegebenen Kreise 
durch den Pol der äusseren Aehnlichkeitsaxe im Kreise A, = 0 
eine gerade Linie, so geht diese durch den Berührungspunkt des 
Kreises A^ = 0. 
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Da die Differenz der Gleichungen (23) iingeänderl bleibt, 
wenn man die Vorzeichen säninitlicher Radien r,) rj ändert, 
so geht jene gezogene gerade Linie auch durch den Punkt des 
Kreises = 0, in welchem derjenige Rerührungskreis, der die 
gegebenen drei Kreise umschliesst, jenen berührt. 

Hieraus ergiebt sich nun folgende Construction des Mittel- 
punktes und des Radius des, die gegebenen drei Kreise berüh- 
renden, Kreises. 

Wir ziehen eine von den vier Aclinlichkeitsaxen der gegebe- 
nen drei Kreise und bestimmen den Pol derselben in dem Kreise 
— 0. Die \'erbindungslin(e dieses Poles mit dem Cenlrum C 
der gemeinschaftlichen Secanten schneidet den Kreis = 0 in 
zwei Punkten. Der eine Schnittpunkt wird der Berührungspunkt 
eines, der andere der Berührungspunkt eines anderen von den 
acht Berührungskreisen sein. 

Um den Mittelpunkt des Berührungskreises zu bestimmen, 
ziehen wir einen Radius des. Kreises = 0 durch einen jener 
Berührungspunkte und verlängern denselben, bis er das von dem 
Centrum C auf die .Aehnlichkeitsaxe gefällte Loth schneidet. Der 
Schnittpunkt ist der Mittelpunkt des gesuchten Berührungskreises 
lind sein Radius verbindet den Mittelpunkt mit dem Berührungs- 
punkte. 

Die angegebene Construction lässt sich an jedem der ge- 
gebenen Kreise, wie an dem Kreise A-,, = 0, ausfüliren. Sie ist 
unsymmetrisch. Wir ziehen es daher vor, an die Stelle der 
Construction den durch das Vorhergehende bewiesenen symme- 
trischen Satz aufzustellen: 

Wenn man von dem Centrum der gemeinschaft- 
lichen Secanten dreier gegehenen Kreise durch die 
Pole einer Achnlichkeitsaxe in den drei Kreisen drei 
gerade Linien zieht, so schneidet jede dieser Linien 
den Kreis, durch dessen Pol sie geht, in den Punkten, 
in welchen die gegebenen Kreise von zwei Kreisen 
zugleich berührt werden. 

Aus diesem Satze und dem vorhergehenden ist die (iou- 
struction des Berühruiigskreises an drei gegebene Kreise leicht 
abzusehen. 
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Glebsch, l)r. A., Prof.a» der polytechnischen Schule zu Carlsruhe, Theorie 
der Elasticität fester Körper, gr. 8. 1862. geh. n. 3 Thlr. 

,, Der Herr Verfasser halte als Lehrer an der polytechnischen Schule zu Carlsruhe Goieg^en* 
heit und Beruf, sich ausführlicher mit den .-\nwcndung;en der allgt^ineinen Theorie der Elasticität 
auf die in der 'l'cchnik besonders wichti|ren Falle zu beschäftig’en. Die Resultate tliescr Studien 
liefen uns jetzt in einem ziemlich umfang^reiohen Werke vor, und man kann dem Verfasser nur 
Dank wissen, dass er unsere deutsche Literatur uni eine SehriD bereichert hat, welche einerseits 
dem 'l'eehnikcr tlas Erlernen der strengen Theorie ermöglicht, ihm über die Genauigkeit seiner 
Resultate und die Zulässigkeit der in der Praxis üblichen Voraussetzungen Aufschluss giebt, ande- 
rerseits den Mathematiker belehrt, wie man von den allgemeinsten Gleichungen der Bewegungen 
und des Gleichgewichts elastischer Körper zu spcciellen Fällen gelangen kann, und ihm die grosse 
Mühe und Zeit erspart, in den Arbeiten der Techniker den Weizen von der Snrou zu sondern. Es 
ergänzt daher dieses Handbuch das berühmte Werk des französischen Physiicers Lame, welches 
vorzüglich die allgemeinen Differentialgleichungen, ihre eleganten Transformationen, die Theorie 
der krystallinischcn Körner und ihre optischen Eigenschaften behandelt, während Herr Clebsch 
ausschliesslich unkryslallinische Körper und deren V'erschiebungen durch äussere Kräfte in Betrach- 
tung zieht." [Literarisches Centralblatt X8^, No. 31.) 

Duhaniel, Mitglied der. Akademie der Wissenschaften in Paris, Lehrbuch 
der analytischen Mechanik. Deutsch lierausgegeben von 
Dr. Oskar Sc hlö milch, Professor der höheren Mathematik und 
analytischen Mechanik an der polytechnischen Schule in Dresden. Zweite 
gKnzlich umgearbeitete Auflage. Neue wohlfeile Ausgabe. Zwei 
Bände. Mit in den Text eingedruckten Holzschnitten, gr. 8. 1861. 
geh. Beide Bände zusammen 2 Thlr. 

Einzelne Bände werden in dieser wohlfeilen Ausgabe nicht abgegeben. 

Nach dem Urtheile der gewichtigsten Autoritäten ist Duhamel’s Cours de mecanique 
«le l'erole po 1 y tceh ni q ue in seiner Art das vollständigste und zugleich in seiner Bebandlungs- 
weise das eleganteste lAihrbuch der analytischen Mechanik, welches die Littoratur überhaupt besitzt, 
so dass dasselbe schon seit Jahren den Vorlesungen und dem Ünteriiehte auf deutschen Universi- 
täten und höheren technischen Bildungsanstalten im Original zu Grunde gelegt wird. — Die Ver- 
lagshanillnng glaubte deshalb einem entschiedenen Bedürfnis zu begegnen, wenn sic eine deutsche 
.Ausgabe veranstaltet hat uqil zwar in einer Bearbeitung, welche sowohl eine sorgfältige und elegante 
Uehersetzung bietet, als auch das Original, wo es nöthig ist, ergänzt und berichtigt, ln dieser Be- 
ziehung wird der Nanio des Herrn Professor Schlömilch die vollständigsten Garantien bieten. 

Dur^g[6t Dr. H., ordenlliclier Professor am Polytechnicom zn Prag, Theorie 
der elliptischen Functionen. Versuch einer elementaren Dar- 
stellung. Mit .32 in den Text gedruckten Holzschnitten, gr. 8. 1861. 
geh. n. 2 Thlr. 20 Ngr. 

„Trotz der hohen Bedeutung, welche die elliptischen Functionen für die gesammte Analysis, 

Tür die an.alytische Mechanik und selbst für die Zahlentheorie gewonnen haben, existierte doch bisher 
kein Klemenlarli'hrbuch derselben und der Junger der WiNsenschart blieb wie vor 25 Jahren darauf an- 
gewiesen, seine Belehrung aus den Quellen (Legcndre, traitedes fouclions ellipliques, und Jarobi, Tuo- 

uiyiti - ■ by Google 
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(lanieiila runcl.etüiit. ncbsl einer, g^rosscD Anzahl einzelner Abhanüiunrcn in Crelle’s Journal) zu schöpfen. ' 

Ihc llerauR{?abc <les >urlief;cnden Werkes darf daher aU ein ifliicklicher Gedanke bezeichnet werden 

und es Ist damit jedenralU eine fühlbare Lücke der Litlcralur zum Besten der Studierenden ausgefülll 

worden. — Das Werk bietet renuir, ja liie und da vielleicht mehr als f?enug^ Tür das erste Studium 

der pmialen Scliöpfung^eii von Leg'eiuire, Abel und Jacobi. Die Darstellung muss als sehr deutlich 

bezeichnet werden u. s. w.** [Schlömilch, in der Zeitschrift t. Mathematik^ 1S02, 1. Heft.] 

— — Elcmento der Theorie der Functionen einer 
comploxeu veränderlichen Grösao. Mit besonderer Bcrück- 
sichtigung der Schöpfungen ßiemanns. gr. 8. 1864. geh. n. 1 Thlr. 

18 Ngr. 

„Ich möchte^ nach allen diesen Uebcrleg'un^en, das Werk von Dureg‘6 allen Anfän^em 
enipfchlcn, welche sich eine erste Kenntniss der modernen ruatbcmatischen Anschauungsweisen 
erwerben wollen. Ich halte dafür, es sei sehr zweckmässig*, dass der Lernende ziemlich bald sich 
an die Betrachtunfl: der Eig-enschaiten der Functionen gewöhnt. Das gewöhnliche inathemalisclu’, 
mehr rechnende Verfahren, wird durchaus nicht überflüssig durch diese neuere Betrachtungsweise; 
es lassen sich aber oflmaU doch sehr grosso flcchnuiigeii ersparen; ferner, was sowohl für das 
Studium, als auch für selbstständige Arbeiten von grösstem Werthe ist, die Müglicbkeit gewisser 
Darstellungen (als z. B. der elliptischen Functionen durch die lasst sich sofort übersehen; cs 
wird dadurch leichter, den Faden einer gegebenen Rechnung, welche man iiachsludirt, zu behalten, 
und cs kann viel zielloses Rechnen bei selbslsländigon Arbeiten vermieden werden. Ich empfehle 
daher das Werk nochmals einem Jeden, welcher sich mit Riemann'schen Arbeiten vertraut machen 
will, zum Vorstudium.** [G. Roch, in der Zeitschrift f. Mathematik, 18G5, 4. HefU] 

Fiodler, Ur. WUhelm, Professor am Polytechnikum zu Prag, die Ele- 
mente der neueren Geometrie und der Algebra der binären 
Formen. Ein Beitrag zur Einführung in die Algebra der linearen 
Transformationen, gr. 8. 1862. geh. n. 1 Thlr. 14 Ngr. i 

Diese Arbeit des rühmlichst bekamileii Verfassers ist aus dem Wunsche entsprungen, zur j 

allgemeineren Verbreitung der Kenntnis der von der „neueren Algebra** benutzten .Methode beizu- 
Iragcn, und durch juisnihrlichere Darlegung der betrelfenden Theorien für binare Formen auf ■ 

Salmon’a VorleaungeQ zur BlnfOhrung Id die Algebra der linearen Transformationen vorzu- 
bereiten. 

Fort, 0., und 0. SchlÖniilch, Professoren an der Königl. polytechnischen 
Schule in Dresden, Lehrbuch der analytischen Geometrie. 

Zwei Theile. Mit in den Text gedruckten Holzschnitten. Zweite 
Auflage, gr. 8. 1863. geh. 2 Thlr. 22'/^ Ngr. 

Einzeln: 

I. Theil. Analytische Geometrie der Ebene, von O. Fort, i Thlr. 7'/, Ngr. 

II. » Analytische Geometrie des Raumes von O. Schlömilch. l Thlr. 

15 Ngr. 

Das vorliegendo Lehrbuch der analytischen Geometrie ist vorzugsweise für den Unterricht 
an technischen und anderen höheren Schulen bestimmt. Der ungelheilte Beifall, den dasselbe go- 
fuiiden , hat bereits eine zweite Auflage iiuthig gemacht. Wo die fernere Einführung beabsichtigt 
wird, stellt die Verlagshandlung dem bclrolTeitden Lehrer gern ein Freiexemplar behufs vorheriger 
PrUfnng zur Verfügung. 

HeSSO, Otto, ordentlicher Professor au der Universität zu Heidelberg, Vor- 
lesungen Uber analytische Geometrie des Kanmes, ^ 

insbesondere über Oberflächen zweiter Ordmxng. gr. 8. 1861. geh. 

n. 2 Thlr. 12 Ngr. ’ 

„Ungeachtet des bedcuteitdcn Aufschwunges, welchen die analytische Geometrie namentlich 
im Verlaufe des letzten VierlelJahrhimdtTts einerseits durch <tie Erweiterung des Coordinatenbe- 
griffes, andererseits durch die rorUcJiritlc der algebraischen Methoden, besonders in der Theorie 
der Determinanten und der homogenen Functionen, genommen hat, fehlte cs doch noch bis vor 
Kurzem an einem Lehrbuche, weiches geeignet gewesen wäre, den Studierenden der Mathematik * 

zur Einführung in diese neueren Disciplinen zu dienen. Für die analytische Geometrie der Ebene 
ist zu diesem Zwecke den deutschen Jüngern der W'issenschaft ein wichtiges Hilfsmittel in der 
Fiedler’schen (lebertragung des Salmon’schen Werkes in die Hand gegeben worden; für die des 
Raumes wint die erwähnte Lücke unserer mathematischen Literatur auf eine ausgezeichnete W'eise 
durch das vorliegendo Ixihrbuch ausgcfüllt. Dass der Verlasser desselben vor Allen berechtigt 
war, in diese Lücke einzulrclen, dazu hat er sich den Anspruch durch seine rüstige Mitwirkung 
am Ausbau sowohl der analytisch - geomcUischen Methoden, als der hiermit im Zusammenhänge 
sichenden Theile der Algebra erworben; ein Bück in die letzten zwanzig Jahrgänge von Crclle’s 
Journal wird genügen, ihm diese Berechtigung zuznerkennen. Gegenüber der Stellung des Vcr> 
fassers auf dem Gcmielc der Wissenschaft muss Ilcfereiit von einer kritischen Besprechung des vor- 
liegenden W’erkes absehen, umsomehr, als dieselbe nur auf Aneikonnung des darin dargeleglcn i 

Talentes und der Meislersrhafl in der Darstellungsweise hinauslaufeii könnte. — (Folgt Inhaltsangabe.] 

Für Leser, welche mit den nöthigen V'orkeantnissen ausgerüstet, Zugang zu den neueren ana- 
lytisch-geometrischen Theorien erhalten wollen, kann das vorliegende Werk als eines der wichtig- 
steu Hilfsmittel bezeichnet weiden u. s. w.** 

[O. Fort, in der Zeitschrift für Matltemalik, 1S62, 2. Heft.] 
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Kähl, Dr. E., Lehrer der Physik an der Kriegsschule in Dresden, matlie- 
inatiNuho Aufgaben aus der Physik nebst Auflösungen. 
Zum Gebrauche höherer Schulaustalteii und zum Selbstunterricht 
bearbeitet. Mit vielen in den Text gedruckten Holzschnitten. 
2 Theilc. gr. 8. 1857. geh. n. 1 Thlr. 14 Ngr. 

Einzeln: 

I. Theil. Aufgaben, n. 24 Ngr. 

II. > Anllösnngen. n. 20 Ngr. 

„Je zahlreicher und umfänglicher man Aurgalieii • Sammlungen aus dem Cebicto der reinen 
Mathematik iivsilzt, desto seltener und verliältnisinäsHig weniger ansruhrlich hat man sie fiir 
angewandte Mathematik und fQr Physik. Insofern ist daher schon Jeder Beitrag Tür dio spcciellc 
Lilcratur lelzteien Gegenstandes als eine ebenso orwünschle wie dankcnswerlhe Erscheinung auf 
dem Büchoi markte zu betrachten, wie auch übrigens <Ier Verfasser bei Bearbeitung einer selbst- 
ständigen Sammlung dieser Art zu Werke gegangen sein mag. Wir brauchen indessen bezüglich 
vorliegender Sammlung hei diesem einfachen und allgeincinen Urtheile nicht stehen zu bleiben viel- 
mehr wird Jeder nach Einsicht ln dii'selbe darin mit uns üboreinslimmen , dass dieselbe Tür den 
Schul- und Privatgehraueh ein recht instruclives Hilfsmittel zur Aneignung und zum klaren Ver* 
ständnis der HaupÜohren der Physik darbielet. Sie unterscheidet sich zunächst von anderen der- 
artigen Sammlungen, z. B. von der Fiiediier’ sehen, auch darin, dass der Gebrauch der DitferentiaU 
und Integralrechnung für einzelne Beispiele nicht ausgeschlossen ist, ohne iedoch die Kenntnis 
dieses Theiles der Mathemaik durchgängig vorauszuselzen , indem dio Mehrzahl der Beispiele davon 
unabhängig gestellt isl.^‘ [Witzschcl, in d. Zcilschr. f. Mathem. 1858 , 6. Heft.] 

8fridlri4l, (Siemente oon ültaf^inen al^ ein Seitfaben 

für ©ewerbfe^üter. I. unb II. 9tbt^eilung in einem S3anbe. ÜJlit 31 
lithographierten Xafeln unb 157 in ben £ert gebrueften §oljf(huittcn. 
Zweite 3lu3gabe. 4. 1858. geh. 1 

Die Ablheilungen einzeln sind nicht mehr vorhanden. 

Auf 31 lithographierten Tafeln und 157 in den Text gedruckten Holzschnitten bietet das vor- 
liegende Buch eine so reichhaltige Sammlung von instructivon Zeichnungen der wichtigsten Masrhi* 
nentheile, dass cs ebensowohl als Leitfaden beim Unterricht in Gewerbschulen wie zum Selbst- 
unterricht für Gowerbtreibende vorzügliche Dienste leistet. Der Preis ist ausserordentlich 
billig. 

hlöhnle, GiBiliugeiiUur unb bcflaütct Sanbmeffet, §anbbu(h jum9lb = 
fl e den »ou ßuroen auf Gifenbahn: unb aOBcgclinien. gür aUc »or= 
tommenben 3Bintel unb 9iabicn auf3 ©orgfSltig^e berechnet unb hrrauigi 
gegeben. Silierte burchgefehene 9luflage. Sülit einer gigurentafel. 8. 
1864. gebunben 18 S)lgr. 

Vorstchemles Taschenbuch, welches sich durch concise Form und Beqm'iuUchkeit für den 
Gehr.nncn jedem praktischen Geuinetcrund Ingenieur empfiehlt, enthält alle diejenigen Daten, welche 
erforderlich sind, um nach der Methode. ve>n den Tangenten und Hülfstangenlen aus den Bogen 
zu bestimmen, Curvvn für Strassen- und Kisenhahnanlagen abzustecken. Die Einleitung entfiHlt 
eine kurze, dabei aber sehr klare und bündige Instruction llir die Ausfnhiung der beim Abstceken 
der Curven vorkomincnden geometrischen Operationen, für die Behandlung der zu diesem Zwecke 
erforderlichen Instrumente und für den Gebrauch der den Hauptinhalt des Taschenbuchs bildenden 
beiden Tabellen. Von diesen Tabellen enthält die erste die Werlho der Tangente, Bogenlän^, 
halben Sehne, der Coordinalen des Mitlclpunkles und dessen Abstandes vom Winkcl()iinkt der 
Curve Dir den Radius lOüO und die Grösse des Ccnlriwinkels von 0 bis 120 Grad, um 2 Minuten 
jedesmal wachsend. Die zweite Tabelle enthält die Abscissen und Ordinalen zur Absetzung hqui- 
distanler Bugcmiunkte für alle vurkommenden Radien von 10 bis 10,000 Mehrfache Revisionen be- 
rechtigen den Iferrn Verfasser, wie er :d der Vorrede sagt, beide Tabellen als vollkonmiMU fefilcr- 
frei und zuverlässig zu bezeichnen. rEisenbahnzcitung 1852, Nr. 20.1 

Die Verbreitung in 3 starken Auflagen ist überdies der beste Beweis für die Brauchbarkeit 
und Zuverlässigkeit des Buches. 

LisdolÖf, Dr. L., Professeiir de Mathematiqiies 4 Helsingfors, leqons de 
calcul des Variation s. Kedigdes on collaboration avcc M. L’abbd 
Moigno. Paris 1861. gr. 8. geb. n. 1 Thlr. 20 Ngr. 

Mittheilungen derK. Sachs. Polytechnischen Schule zu Dres- 
den. Heft I. A. u. d. T.: Versuche über den Kraftbe- 
darf der Maschinen in der Streiehgarnspinnerei und Tuch- 
fahrikation, ausgefUhrt von Dr. Ernst Hartig, Lehrer der mechaii. 
Technologie an der Kgl. Polylcehn. Schule. Unter Mitwirkung der 
Polytechniker Arndt, Jüngling, Klien und KUnzel. [VIII u. 72 S. 
mit 11 lithographierten Tafeln in 4. u. qu. Folio.] hoch 4. geh. 

u. 1 Thlr. 10 Ngr. 



Müller, Dr. J. H. T., Obersclmlratli cic., Beiträge zur Termino- 
logie der Griechischen 3Iathcmatiker. gr. 8. 1860. geh. n. 8 Ngr. 

,jEs sim! nur 2V» Priiokhoffen , welohc der Verfasser unter dem 1’itcl von Heiträjfon voroirenl* 
lichl, aber wer den Itiba'll prüft, wird über die Fülle erstaune», welrhe in dem kleine» Haume *u- 
samiucng'cdr&ng'l ist u. s. w,** [ZeitschriiX für Malliemalik 1860, ü. lieft.] 

Neumänn , Gärl, Professor in Tübingen, Vorlesungen über 11 ie- 
mann’s Theorie der Abcrschcn Integrale. Mit zahlreichen in 
den Text gedruckten Holzschnitten und einer lithographierten 
Tafel, gr. 8. 1865. geh. 

Eine Darstellung^ der Abel’schen Integrale, durch welrhe dieselbe auch denen verslämtlich 
wird, deren mathematische Kanntnissc noch gering sind. Der Student welcher sei« erstes oder seine 
beiden ersten Semester cinigcrmasscTi gut angewendet hat, soll durch dieses Buch in den Stand 

f esetzt werden, in das Innere jener schwierigen und bis jetzt fast vollständig unzugänglichen 
heorie sofort und mit allem Verständnis einzudringen. 

Boch, Dr. G., de theoremate quodam circa functiones Ahelianas. 
4. geh. n. 6 Ngr. 

Ruete, Dr. C. G. Th., Professor and Geh. Medicinalralh , das Sterco- 
scop. Eine populäre Darstellung. Mit 20 stereoscopischeu Bildern 
in einer Beilage,, gr. 8. 1860. geh. n. 1 Thlr. 10 Ngr. 

,, Der Verfasser hat nicht blos das Wesen des Stereoscopes wie dos stercoscopischen Sehens 
bfhandolt, sondern auch die psychologischen , physikalischen und physiologischen Vorbegriffe vor- 
ausgeschickl. Kr hat die Erklärung der Ei*scheinungc» durch Beispiele erläuleilj und diese durch 
eine beigegebene Sammlung v«n sterensoopi.srhcn BiMern vermehrt. Das Werk ist ebenso wissen- 
schaDlicn als populär im wahren Sinne des Wortes geschrieben, und es ist nicht blos jedem Ge- 
bildeten, dem das Storeoscop zur Ünterhaltung dient, sondern auch dem Psychologen, Physiker 
und Physiologen zum Studieren, deMn Lehrer als Hilfsmittel, dem Finanzmann als Mittel zum Er- 
kennen der Copien vom Originale und der falschen Woi thpapiero von echten anzuempfehlen«‘* 

[f.ukas, in der ,, Zeitschrift für Stereoscopie“. II. Jahrgang, Nr. 19.] 

Salmon, George, analytische Geometrie der Kegelschnitte 
mit besonderer Berücksichtigung der neueren Methoden. Unter 
Mitwirkung des Verfassers deutsch bearbeitet von Dr. Wilhelm 
Fiedler, gr. 8. 1860. geh. n. 4 Thlr. 

., Diese Bearbeitung eines im englischen Original bereits iu 3 .\uflagen erschienenen vor- 
züglichen Buches umschlicsst in ihrem HaupUhctIc eine fast vollständige Darlegung des gegenwär- 
tigen Standes der auf die KegeUchnitte bezüglichen Lehren mit Zugnmdelegung der wichtigsten 
algebraischen und geometrischen Methoden u. s. w. Der deutsche Bearbeiter hat die Arbeiten 
deutscher Mathematiker, namentlich von Möbius, Plückor, Steiner u. A. mit bei-ücksichtigl und 
dadurch den bereits vielseitig anerkannten Werth des Originals wesentlich erhöht. Jedenfalls ver- 
dient der Bearbeiter den Dank des deutschen Publikums für die Gründlichkeit iiml Umsicht, mit 
welcher er sich der Aufgabe unterzogen hat, das Bmrh zu einer möglichst vollständigen und gründ- 
lichen Einrührung in die gegenwärtige wissenschaftliche Situation der analytischen Geometrie zu 
gestalten. Es kann das Werk in der vorliegenden Form der aufmerksamen Beachtung aller Studie- 
renden der Mathematik empfohlen werden, welche auf möglichst einfachem Wege Zugang zu den 
Resultaten der neueren Forschungen auf dem Gebiete der analytischen Geometrie erlangen woUcn; 
dem Lehrer der Wissenschaft empfiehlt cs sich, abgesehen von der vorzüglichen Methodik des Ver- 
fassers, welche in der deutschen Bearbeilung durchaus nicht beeinträchtigt ist, namentlich noch 
durch die grosse Menge von mehr als vierhundert grosscntheils vollständig durchgelUhrten Auf- 
gaben. [0. Fort, in der Zeitschrift für Mathematik 1S61, 3. Heft.] 

Salmon, George, Vorlesungen zur Einführung in die Algebra 
der linearen Transformationen. Deutsch bearbeitet von 
Dr. Wilhelm Fiedler, gr. 8. 1863. geh. n. 1 Thlr. 24 Ngr. 

Diese deutsche Ausgabe von Rev. George Salinon's „l^essons inlroductory to the mü- 
dem higher Algebra*' ist in einigen Punkten verändert, in andern erweitert und nach dem Stande 
der Entdeckungen vervollständigt worden. Der Theorie der symmetrischen Determinanten ist eine 
Vorlesung gewidmet, überhaupt die Detenninantentheorie vielfach erweitert, namentlich auch die 
Zahl der Beispiele vermehrt worden. Diese Flrweilerung steht in Verbindung mit der vollständigeren 
ßebandlung Her Theorie der Jacobi'schen und derjenigen der Hesse’sclien Determinante, welche als 
Beispiele für eine Form der Behandlung gegeben sind, die in analytischer Beziehung unleugbare 
Vorzüge vor derjenigen hat, durch die der Grundcharacter des Originals bestimmt ist. In der 
Uebersicht der Rcsullalo der Theorie für die biquadrntischen ternären Foimen ist auf die schonen 
Untersuchungen von Clobsch Bezug genommen und ein kurzer Abriss der Ucsultalo gegeben 
werden, welche die algebraische Theorie der binären und ternären Können für die elliptischen Tran- 
scendenten ans Licht gebracht hat, — Das Buch schlicsst sich in seiner BtHleulung für die mathe- 
matischen Studien dem vorhergehenden Werke desselben Verfassers würdig an. 
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Salmon, George, analytische Geometrie des Kaumes. Deutsch 
bearbeitet von Dr. Wilhelm Fiedler, ord. Professor der descrlp- 
livcn Geometrie am Polytechniciim zu Prag. 2 Theile. gr. 8. 1863. 

1865. geh. 5 Thlr. 14 Ngr. 

Einzeln : 

I. Tlieil: A. u. d.T.: Die Elemente der analytischen Geometrie des Raumes 
und die Theorie der Fläclicn zweiten Grades. Ein Lehrbuch für höhere 
Uuterrichtsanstalteu. gr. 8. geh. 1 Tlilr. 24 Ngr. 

II. Theil: A. u. d. T.: Analytisehe Geometrie der Curveu im Raume und 
der algebraisehen Flächen, gr. 8. geh. 3 Thlr. 20 Ngr. 

ausg^czeicbnclc Ueg^abung: det» Verfassers für die Dnrstclliin^ analytisch - g^coinelrischer 
t'ntcrsuchiing'on, als auch die Türhtis^keit dos Herrn Uebersotzurs sind so anerkannt , dass c« uiinuthig' 
erscheint, Irgrend etwas zur Krnpfehiung dos vorlieg-eiulen Workos hinzuiufüffou.“ 

[Ulerar. CenlralblaU, 1864, Nr. 38.] 

Scholl, Dr. W., Professor der Mathematik in Marburg, allgomeino 
Theorie derCurven doppelter Krümmung in rein geome- 
trischer Darstellung. Mit llolzschnitten. gr. 8. 1859. geh. n. 24 Ngr. 

,,Das vorlicgtMido Werkrhen’kann allen denen, die sich mit der greometri^hpu Uetrachtung^s- 
weise der wichtiffen Theorie der doppelt g’ekrummtett t'urven, sowie vieler anderer dazu ^ehörig^r 
(reometrischer GeVilde vertraut machen wollen, nur bestens empfohlen werden. Sie werden darin 
ein reiche» Material für die Uebung- in der g-comeiriKchen Ansehauung- und Verbindung vorfinden, 
das der Verfasser ihnen in klarer und g'edrän?ter Darstellung: vor y^ujcen g'pfdhrt. Wir können 
nur wUnschen, dass derselbe dem wissensehaftlichon Publikum seine weiteren Untorsuchung'en über 
die hier behandelten Geg^enslände in niclit ferner Zeit zur Kenntnis bring^en niö^e.“ 

[Heidolberjfer JanrMichcr 1869, Nr. 38.] 

Schmidt, Gärl Heinrich, Professor an der polytechnischen Schule in Stuttgart, 
Lehrbuch der Spinneroiracchanik. Mit einem Atlas von 13 
lithograph. Tafeln, gr. 8. 1857. (Der Atlas qticr-Folio). n. 3 Thlr. 

Dieses Lehrbuch der Spinnercimechanik hcschäfli|rt sich vorztifrsweise mit dein theoretischen 
Tliede de» Spinnereifache». Es zerfällt in vier Abtheilun^en ; I. ^aoha- und Wersapinoerei. 
II. Baumwollapinnerei. in. SobafwoUaplnnerei. IV. BowegunjtsKesetse und Bewegangsmeeba* 
niamen fttr die Aufwindung dea Vorgarnea ~ und hat eliensowohl in Gewerb- und anderen tech- 
nischen Schuten , als auch unter den Praktikern des Spitmcrvifachcs aU^emeino Aucrkcimun^ und 
weite Verbreitung- grefunden. 

@l^llcUItr, Dr. , Givilincjcitieiir, bic = 

jeujje ber ^ö^cren unb nieberen illegfunft, fclüic ber gcome= 
tri)(^cn3eic^enfunft, t^ve Xl^coiic , Gonflructicn, ©ebvaud} unb -tlrüfung. 
ÜUit 236 in ben Xert gebrutften §ol 3 id)nitten. 3Sicrte fc'^r toevbefferte 
unb hcvme^vtc 2luflagc. gr. 8. 1861. gc^. 1 Xtjir. 15 91gr. 

,, Dieses Werk erschien nach einem Zeiträume von 10 Jahren schon in der vierten Auflag-e, 
was unstreitig- den Beweis von seinem w’orthvolien inhallc liefert. Die neueste Auflage ist gegen- 
über den frühem bedeutend vermehrt und an inancheii Stellen verbessert worden. Ks bildet dieses 
Buch eine nothweiidige Ergänzung zu tlem „laehrbuoh der geaammten Measkunst “ desselben Ver- 
fassers, und kann Ingenieuren sowie Schülern technischer Lehranstalten bestens emiifohlen wenlen.^' 

[Schweizerische Potytechnisclie Zeitschrift.] 

Sc^rbud^ ber geiammten SKc^tunft ober XavftcIIung ber 

X^corie unb 5pravi3 beä gcÜ>nieffcnä, Slioctliveu!? unb ^^ö^enmeffen^, 
ber mUitärifd)cn 3lufnabmcn ganjer Üänber, foicie ber geomctrifd^cn 
3ci(^entunft. ©elbftflnbium unb Untcrridjtc bearbeitet. X’rittc »er= 
befferte üluflage. ÜJlit 225 in ben Xert gebrueften ^iauren in ,<)ol 5 f(^nitt. 
gr. 8. 1861. ge^. 2 Xbtr. 

Die geodätischen Werke Schneitler’s enlspiechcn so sehr einem pi-aklischeii Bedürfnisse, 
(lass ihre Verbreitung in fortwährcmlcm Steigen begriffen Ist. Die vorliegende dritte Auflage des 
„Lehrbuchs der Messkunst**, welches mit dem gleichzeitig in vierter .\uflagi* erschienenen Werke: 
H-die Inatrumente und Worlueuge der MeMkunst*' ein Ganztts bildet, ist eine wesentlich ver- 
besserte. Insln-sondere ist der ganze Abschnitt ,, Ni v el l ir en durch Herrn Regioriingsconducteur 
Stocken in Breslau vollständig neu bearbeitet und damit das Buch gerade in einer Partie erweitert 
worden, deren genaue Kenntnis in unserer Zeit von besonderer Bedeutung für die grossartigen 
Landes-Melioralionen (Bruch- und Moorbauton, Drain- Anlagen) ist. Der Preis ist ausserordentlich 
billig. 

Schnoitlor , Dr. C. F., und Julius Andres, civiiingenienrs, Samm- 
lung von Werkzcichnungon 1 and wirthschaftli eher 
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Maschinen und Geriitlic nebst ausführlichen Beschreibungen, 
7 Hefte. Mit 12 Tafeln in gr. Koyal-Fol. Text in 1. 1853 — 1857. 
geh. u. 38 Thlr. 

Einzeln ; 

1. Ifefl, iliu r> rni n rö hrcn • nnd Zieff’cl p r cs sun auf 7 Foliolafoln: 1) Ilaixloll und 

S a iHicrs riionrülircnpresse mit uiochainsolier ■M>s<'hncidc -V'orriohUing'; 2) I^rainröhren* 
|•ro«•8e von EgrelU in Bejrlin; 'S) Hoppeliwirkimdc Draiiiröhrenpresse von J. Whilohea«t 
m l*ret>»loni 4) Drainrohreni^ressc von J. Williams in Ik'ilfordi 5) IX)|»|>flwirkcnde Drain- 
röhrenpresse von Borio rrere» in l'aris; 6) ftrainröhrenpresso von Mundschei«! in 
Malapaiie; 7) einfache engflischc Itührcnpresse. 1853. n. 6 Thlr. 

II. Itefl, mit Tafeln: 1) VerltcsKcrlc Flachs > Urechiuaschinc von Kuthe; 2) Flnctissidiwinß'C' 
Maschine von J. Bücklers; 3) l*atenlirlcr Apnarat und Verfahren der Flachs - DamplVösle 
von Watt in Irland; 4) E. K ae in mer e r’s universal - Säe- Maschine. 1853. n. 6 Thlr. 

III. Heft, mit G Tafeln: 1) Traiispurlabier Cyliiulcrg’öpel von Harret. Exall u. Andrews 

in ReadinK*; 2) traiisporlabies deulschea Rosswoik; 3) iJäckselschncide ■ Maschine nach 
(»diel; Schrotmühle mit Slahlwalzen. 185^1. ^ n. 6 Thlr. 

IV. Heit oder II. Serie 1. Heft, mit 6 Tafeln: l) Englische Drcschuiaschine; 2 Sahnon’s 

HäckscKchmMdC'Masehine; 3) Hedford - Eg'gon. Ifiijü. n. G Thlr. 

V. Heft, oder II. Serie 2. Heft, mit 6 Tafeln: Thonschleuimerci zu Joachimslhal; Göpel von 

l'inet; Uoin.iine's Dampferabo - Maschine. 1856. n. 6 Thlr. 

VI. u. VH. lDoppel)Heft, oder ll. Serie 3. u. 4 . Heft, a. u. d. T.: Die neueren Dampfcullur- 
Geialhü und DanipfpHüiro Englands. Von Dr. C. F. Schnciller. Mil 11 Tafeln. 1857. 

n. 8 Thlr. 

H'*ft 1 — 3 herausgeg-eben von C. F. Schneitlcr, Heft 4 — 7 oder II. Serie 1 — 4. Heft 
von C. F. Schneitler und J. Andröc. 

£(f)lieitler, Dr. (S. 5., imb ^uliud 'Kltbtee, GiuitsSugcnieuvä, bie neue: 
ven unb wirfjtijjeren lanbwivtbirf)aftlid)cn 9}lafd)tnen uub 
©erät^c, il^vc ibcötic, ßonfivucticu, SBirfungSlueife unb ^lüccubuiig. 
Gin §anbbud) ber lanbwirtbfdjaftlidjen aUafc^inens unb ©erätbefunbe 
jum Sclbftftubium unb Uuterrid)!. SDlit 350 in ben £cvt gebvudten 
•Oot 3 fd}uitten. gr. 8. 1862. ge^. 3 

,, [las neueste uiul vollsUndigsic Huch Uber lamlwirthschaftlichc Maschinen und GerSlhe, 
welches durch seine vuzUgltch klaren und anschauliclien Abbildung^en wie durch seinen g'cdietrenen 
beschreibenden Text die vullslo Anerkennunfr hei allen g^efiinden hat, die als Landwirlhc oder Tech* 
niker mit den InndwirthMdiafllichen Maschinen und Gerälhen sich näher bekannt zu machen V'cr- 
anlassung: haben. Wir kötinon nur wiederholen, dass wir es hier mit einem eedice'en en , 
der wärmsten Eni p fc hl un g* werthen Werke zu Ihun haben, Alle Lamlwirtlie, welche den 
Fürlsehrilt in ihrem ehrenwerlhen ßerufe mit Freuden hegrrOssen, können „diese“ Maschinen- 
und Gcrälhe- Kunde par nicht entbehren, und legren wir besonders auch allen Mitg^liedern unseres 
V'ereins die .Anschaffung desselben ans Herz.“ 

[I.andwii Ihscliaftliclie Mittheilungren (Neuhaldenslcben) 1869, Nr. 4 ] 

0(^rÖbtcr, % faßlid)e Einleitung äuin grünblid)en Unter: 
ridjt in ber Ellgebra. 9lad) Scifpieten au3 ben in SIReier ^irfc^’d 
©amintung enthaltenen ©leid}ungeu unb Elufgaben. gr. 8. 1850. geh- 

1 9 

Neben einer sehr klaren Darsteltung- der algrehr.iischen Lehrsätze enthält das Huch ausführ- 
liche .Auflösungren aller in Mever Hirsch’s Sammluii? enthaltenen al g-ebraischon .\ufgraben, welche 
dasselbe vorzugrsweisc zum Selbstunterricht in der .Vlgrcbra g:eeig'nct machen. 

Stamm, Ernst, theoretische und praktische Studien über den Self- 
actor oder die solbstthätige Mule -Feinspinnmaschine. Aus dem 
Französischen übersetzt von Ernst Hartig. Mit einem Vorwort 
von Dr. J. A. Hülsse, Director der polytechnischen Schule in Dresden. 
Mit 10 Kiipfcrtafeln (in qu.-Fol. u. Imp.- Fol.) I. Heft: Text. 
II. Heft: Kiipfcrtafeln. gr. 4. 1862. geh. n. 4 Thlr. 

Der Herr Verfasser vorliegender Schrift sprach ffeg-cn mich den W’unsch aus, dieselbe in 
Deutschland einzurnhren; ich konnte diesem Wunsohe um so bereilwillig’or entsprechen, als die 
•Schrift seihst für eine wesentliche Hercicherunp der iin Fache der Spinnereimechanik ohnehin nicht 
sehr zahlreichen I.iteratur zu erachten ist, und sich auf eine mechanische Vorrichtung* erstreckt, 
welche mit jedem Tagpe jfrössere Redeutnng* erhält und an deren Vervollkommnung: und Nutzbar* 
machung für andere Spinnstoffe als Haumwolle auch deutsche Werkstätten sich wesentlich bethei* 
lig*cn, den Geg-enstaml selbst aber in einer .Art behandelt, welche auch für den der höheren Mathe- 
matik nicht Ktindif^en ein Verständnis zulässt. Ich erlaube mir daher Alle, welche sich Tür das 
Spionercifach interessieren, auf die in dieser Schrift enthaltenen neuen und eingrehemlcn Bclrach- 
tuns^en über die WirksamkeU der einzelnen Mechanismen des Selfactors und über die Mittel, durch 
weiche einzelnen Fehlern in dem Producto des Selfactors ahgeholfen werden kann, lünzuweisen. 

Dr. J. A. Hülsse in Dresden. 
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Vorlaender, I. I. , KSnigl. Preuss. Cataster -In*pector und Stenerrath, 
Ausgleichung des Fehlers polygonometrischcr Mes- 
sungen. gr. Lex.-8. 1858. geh. 15 Ngr. 

„Der rrihmlichsl bekannte Verfasser in der vorlieg'emicn Schrift in klarer gfeiallig'er 

Sprache die Anwendung^ der Methode der kJcinslen Quadrate auf die Ausifleichungr der «hirch Seiten- 
und WinkelmesRnn^en hestimmten Polyg’one. — Dieselbe kann nur als eine höchst wilikotumene 
Erscheinuns: betrachtet werden^ und zwar insbesondere für alle diejenig'en praktischen -Gcnnietcr 
und Markscheider, denen die Erzielung^ einer grusslmügliclten Genauigkeit ihrer poiygunometrischen 
Arbeiten ohne allzugrossen Zeilaufwanil am Herzen liegt; es dürfte dieselbe ihres wissenschaD- 
liehen Werthes halber auch noch als ein angenehmes Supplement zu den mehrfach erschienenen 
Schriften Uber Ausgleichungsrechnung (Gerling, Dienger Ac.) angelegentlichst zu empfehlen sein, 
fm IJebrigen ist die Ausstattung dosAVerkes als vortiefHich' anzuerkennen«'* 

[Zeitschrift für Mathematik, 185S, 2. Heft.] 

______ über die Berechnung der Flächen - Inhalte ganz 

oder überwiegend ans Originalmaassen. gr. Lex. -8. 1858. geh. 

n. 20 Ngr. 

Dieses Schriftchen will Beitrage liefern zur Eusiing der Aufgabe: die Arbeit der Flüchen* 
berechniing aus Originalmaassen auf ihren geringsten Umfang einzuschränken und, falls dieser 
noch über die verHigharen Kräfte hinausgehen sollte, die llilfsinittcl anzugehen, welche bei einem 
Nachlassen von der ganzen Strenge des Grundsatzes eine erhebliche Arbcitsvemiinderung ohne 
iinziiläHsige Verluste an der Genauigkeit der Resultate gestalten. 

Weber, M. M. Freih. von, Ingenieur, König). Bachs. Eisenbahn-Director etc., 
die Technik des Eisenbahn-Betriebes in Bezug auf die 
Sicherheit desselben, gr. 8. 1854. geh. 1 Thlr. 15 Ngr. 

Das vorliegende, von der Kritik cinKlimmig als jetiom Techniker um! £iseii!»n!inbcaniten 
Hucntbfhrlich bezeichnet^ Werk behandelt den leainlschen Eisenbahnbetrieb in Bezug auf die 
Sicherheit desselben in folgenden Hauptablhcilungen, deren' jede wiederum in eine grosse Anzahl 
von ünterabtheilungeii zerfallt, so dass nichts uncrurtcrl bleibt, was nur irgend für den behandel- 
ten Gegenstand in Frage kommen kann, nämlich: 

Z, Wege und Werke, a. Oberbau, b. Unterbau, c. Bahnbewachung, d. die Stationen, 
n. Betriebamittel. a. f.x)comoUvcn. b. Personenwagen, c. Güterwagen. III. Be- 
wachung. IV. Signale. V. VI. BdawtUigkeit, Unregelmäaaigkeit, atmoaphärUche Ein- 
fltlsae &e. VII. Aaseouranaen- Schlusswort. 

_____ die rauchfreie Verbrennung der Steinkohle, mit 
specicller Rücksicht auf C. J. Dum^ry’s Erfindung. Mit 3 lith. 

Tafeln, gr. 8. 1859. geh. 18 Ngr. 

Durch die Erfindung Dumt^ry’s ist ein lange angcstrebles Ziel, wenn auch vielleicht nicht 
vollständig erreicht, doch näher gerückt, als durch alle früheren Bemühungen. Die vorliegemtc 
Schrift beleuchtet die Duraery’schen Vorkehrungen zur rauchfreien Verhrcniiung der Sleinkolilen 
und macht dieselben durch detaillierte Zeichnungen anschaulich. 

die Lebensversicherung der Eisenbahn-Passa- 
giere in Verbindung mit der Unterstützung und Pensionirung 
der Eisenbahn -Beamten und ihrer Angehörigen, gr. 8. 1855. geh. 

12 Ngr. 

' Der Verfasser weist nach, mit welchen Mitteln die Eisenbahn- Verwaltungen ohne fiihlharen 
Druck auf das Puhlikuin sich von der Sorge um die Beschaffung der (seldmiltel für die Pensionie- 
rung und Unterstützung der Beamten, diese selbst aber von der schweren l.ast der Beisteuer zu 
den UntersUitzungscasHcn befreien können. 

die Gefährdungen des Personals beim Maschinen- 

und Falirdionst der Eisenbahnen. Eine Denkschrift, gr. 8- 1862. 
geh. 12 Ngr. 

Dieses Schriftchen ist speciell dem Wohle der Eisenbahn • Be.amten und Arbeiter gewidmet. 

Die auf langjährige Erfahrung gestützten Vorschläge des rühmliehst bekannten VeuTassers haben 
bereits vielseitige Berücksichtigung gefunden. • 

WiöIlGr, Dr. Cliristiäll, Professor an der Polytecliiiisclien Scliiile zu Carls- 
rulie, über Vielpckc und Vielflache. [VIII u. 31 S. mit 
3 lithngraphierten Tafeln.] gr. 4. geh. 24 Ngr. 

Witzschel, Dr. Benjamin, Grundlinien der neueren Geometrie 
mit besonderer Beiäicksichtigung der metri.scheii Verhältnisse an 
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Systemen von Punkten in einer Graden und einer Ebene. Mit in 
den Text gedruckten Holzschnitten, gr. 8. 1857. geh. n. 2 Thlr. 

Vorlieg-ftmie Gruiulliriien der neueren Geometrie »ind für den ersten Utileriicht in diesem 
Zweige der Mathematik bestimmt und die ganz elementare Knlwickelimg des Gegenstandes dürfte 
in besonderen Failen die Ixjhrer der Geometrie veranlassen, einige Partien oder Satze der neueren 
Geometrie in den zeither üblichen Untcrnchtscursus mit aufzuntdimcn. ■— l>ass das Uueh als eine 
vorzügliche Bereichcning der mathematischen Literatur angesehen werden muss, hat llerr Prof. 
Hretschneider in Gotha in einer ausführlichen iteurtheilung in der „Kritischen Zeitschrift für 
Chemie, Physik und Mathematik^* lieft 111, S. 258 ff. nachgewic&en. 

Wüllaer, Dr. Adolph, Dircctor der Provinzialgewerbeschule zu Aachen, 
Lehrbuch der Experimentalphysik mit theilweiser Be- 
nutzung von Jamin’s cours de physique de l’ecole polytechnique. 
Zwei Bände in vier Abtheilungen. Mit vielen in den Text ge- 
druckten Holzschnitten und zwei Tafeln pi lithographischem Far- 
bendruck. gr. 8. 1862 — 1865. geh. n. 11 Thlr. 20 Ngr. 

Einzeln: , 

1. Bandes 1. Abtli. Mechanik und Akustik, n. 2 Thlr. 16 Ngr. 

I. » 2. Abth. Optik, n. 2 Thlr. 12 Ngr. 

II. » 1. Abth. Wärmelehre, n. 2 Thlr. 12 Ngr. 

II. » 2 . Abth. Die Lehre vom Magnetismus und der Electrieität. 

- n. 4 Thlr. 10 Ngr. 

Pie wissenschartiiehen Vorzüge dieses neuen, elegant ausgcstnttelen Lehrbuchs der Physik 
siml von der Kritik einstimmig anerkannt worden. Dasselbe hat sich die Aufgabe gestellt, einer- 
seits die |>hysikalischen Lehren in weiteren Kreisen bekannt zu machen, anderersctts denjenigen, 
welche tiefer in das Gebiet des physikalischen Wissens eindringen wollen, als Vorschule zu dienen, 
es hat aber, ohne den ersten Zweck aus.ser Acht zu lassen, die zweite wisscnBchafllichc Aufgabe 
mehr ins Auge gefasst, als dies von den verbreitetsten Ix>Iirlnichern der I’hysik bis jetzt geschehen ist. 

Die V'erlagshandlung frenlsich, ein Ifrtheil de« Herrn Professor Jolly in München beifUgen 
zu können, welcher sich fuigemteriiiassen über das Puch ausspricht: 

„]>as Lehrbuch der Physik von W üil n er ist eine sehr gelungene Arbeit, die sich, obschon 
es unserer Littcratur nicht an guten Lehrbüchern fehlt, dennoch rasen Palm brechen wird. Im ein- 
leitenden Theil der Mechanik schliesst sich Wüllner noch vielfach an das I..i-hrbuch von Jamin 
an, sehr bald geht aber der Verfasser zu einer ganz seibslständigcn Arbeit über, in w'eichfg das 
Lehrbuch von jamin nur soweit benutzt ist, als in demselben die Arbeiten französischer Physiker 
in grösserer Ausführlichkeit vorgetragen sind. Wüllncr’s Ix?hrbuch hat zunächst vor dein fran- 
zösischen Werke schon den Vorzug, dass in gros.scr Vollständigkeit auch die Arbeiten nicht fran- 
zösischer Forscher Perürksichtigung gefunden haben. Ks hat aber zugleich in der Lilteralur der 
Lehrbücher einen entscheidenden Vorzug dadurch, dass jedem Abschnitte und jedem Kapilel in kri- 
tischer Auswahl und Beleuchtung die Uriginalarbeilcn , auf welche dig Untersuchung sieh stützt, 
s^ieciell angegeben sind. Per in die Wissehsehafl neu Eintretende wünfhierdurch mit der laufenden 
Litteralur bekannt, er findet zugleich die Quellen angegeben, zu denen er zurückzugehen hat, wenn 
er im fortschreitenden Studium der Forschung sich widmen will. Beschränkt si^ der Verfasser 
zimäirhst auf den Gebrauch der Eiemenlannatheinatik , so siml doch zugleich überall die Wege be- 
zeichnet, die zum Verständnis der analytischen Behandlung führen, und die den Anfänger befähigen, 
soiiald er die Sprache der höheren Mathematik sich angeeigncl hat, mit Leichtigkeit den bclreffenden 
monographischen Arbeiten zu folgen. Wäre der Ausdruck „eine literarische Erschei- 
nung befriedige ein längst gefühltes Pedürfniss*' nicht allzusehr verbraucht, 
so wünle ich ihn über das Werk von Wüllner mit vollster Ueberzeugung ge- 
brauchen.** Jolly. 

Zeitschrift fUi- Mathematik tind Physik, herausgegeben unter 
der vcrantwoi-tlichen Kedaction von I)r. 0. Schlömilch, Dr. B. 
Witzschel, Dr. M. Cantor und Dr. E. Kahl. I — X. Jahrgang 
1856 — 1865, 6 Hefte jährlich, gr. 8. geh. ä Jahrgang n. 5 Thlr. 

I. — III. .Talirgnng, hcrausgegeben von O. Schlömilch nnd B. Witzschel. 

IV. » » » denselben und M. Cantor. 

V. — X. » » >0. Schlömilch, E. Kahl und M. 

Cantor. 


rnter der Presse: 

Neumaan , Carl , das Dirichlet’sc he Prinzip in seiner Anwen- 
dung auf dic*llicmnnn'schcn Flächen, gr. 8. geh. 
Salmon, George, nnalytische Geometrie der Kegelschnitte. 

Deutsch von Dr. W. Fiedler. 2. Anfl. 

Zetsche, E., Beiträge zur Geschichte de r _ F ort sc h r it t e in 
der elek tri. sehen Telegraphie. 


V u n.» 




Druck von B.G.Tcobncr in Leipzig. 
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